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内容提要 


本书系统地介绍抽象代数学的基本概念和基础知识，共七 
章。主要内容有群、群同态与 商群； 环、环同态与 商环； 域与域 
的扩张。 

本书叙述深人浅出，文字生动活泼，例题充实新颖有典型 
性，推理自然详尽，重点突出而难点分散，可供综合性大学或师 
范院校数学专业作为教材，亦可供从事初等数学教学和研究工作 
的教师学习参考，也可以作为计算机科学、物理学、生物学和化 
学有关领域的工作人员的代数学普及读物。 




前 


言 


(-) 

古典代数学以研究代数方程的求解为中心，其历史源远流长. 

19世纪初，年青数学家伽罗华 （ Gak > i S ) 应用群的概念对离次 
代数方程是否可用根式求解问題进行了透彻研究井给出了明确回 
答.他成为抽象代数学新思想的启蒙者. 

随后，这种把代数学变成集合论的、公理化的科学的改造不断 
强化，产生了很多新的思想、新的方法、新的观点和新的结果. 

到了 20世纪20年代，数学的最古老的分支之一的代数学完 
成了一次根本性的革命.它的标志是范德瓦尔登 （Van der Waer - 
( kn ) 的《近世代数学》一书的出版. 

时至今曰，抽象代数学已经成为很多数学分支中最常用的工 
具，空前普及，以至近年来，人们不再把这门学问冠之以“近世”、 
“抽象”等高贵头衔，而朴素地称它为（一般代数学 >、（基础代 数》， 
甚至《代数学》. 

我们把这本书仍然称为《抽象代 数学》 只是想把它与仅仅讨论 
以数为对象的那种经典代数学加以区别. 

抽象代数学是古典代数学发展的质的飞跃.学好本课程，可以 
对初等数学中很多容易模糊含混的问題1如算律、逆运算、多项式 
与根、@式分解等在公理系统中得以明确. 

要在高观点之下认识初等代数,学习些抽象代数知识是绝对 
必要的. 



近年来，抽象代数学木身仍在不断地发展.一方面，它在实际 
应用中找到了用武之地，如群论在晶体对称、运动和生物学中的应 
用，群论在研究物质结构模型中的应用，布尔代数、泛代数和代数 
编码在数理逻辑和计算机科学中的应用.另一方面，代数学向数学 
内部各相邻分支扩展、渗透，使同调代数、李群与李代数、微分代 
数、范 畴论、 半群理论与模论等成为学习拓扑学、泛函分析、微分方 
程论等必不可少的现代准备知识. 

人们要在现代数学的学习和研究中有所发展，也需要学4些 
抽象代数学知识和思想方法. 

因此，本书可以作为从事初等数学教学和研究工作的同志的 
提 高书； 可以作为要进一步学习代数学、泛函分析、拓扑学和微分 
方程论的同志的代数人 门书； 它也可以作为工作在计算机科学、物 
理学、生物学和化学有关领域的同志的代数学普及读物_ 

抽象代数学是数学中最适合于自学的学科之一.笔者就接触 
过大批自学抽象代数学取得成功的中学数学教师、科技工作者，很 
多人并没有在课堂上学过抽象代数课程，经过自学钻研，现在却在 
讲坛上自如地讲授“群论在物理中的应用”、“群论在化学中的应 
用"、“工程师用的代数学”，等等. 

本课程只假定读者学过中学代数并知道一点矩阵运算规则， 
此外不要求任何高等数学内容做为准备知识.当然，学过解析几何 
和髙等代数的读者理解本课程的概念会快些，但没学过这类课程 
的同志直接攻读抽象代数学，一般来说，应该没有原则性障碍. 

学好本课程的关键在于对“公理化方法”实质和一些重要抽象 
概念的理解. 

初学者往往被代败学中一个接一个的新概念所困扰，难理解 
又容易忘记.这实际上是理解的深刻程度的问题，只要读者对重要 
概念多花些工夫、多思考、多琢磨、多分折比较各种实例，最后能达 



到用 S 己的习惯语言描述这些概念，逐渐就能运用自如. 

整个课本中，抽象概念很多.但真正重要的、具有开创意义的， 
不过3、5个而已.只要把这几个概念理解透彻，对于其余属平行引 
进性质的东西就不需每个都花费同样大的气力了. 

切忌把抽象代数学单纯作为“知识”来学，平均使用力量，每个 
定义都能背下来，但没有一个能“悟出真谛”.学习抽象代数学的一 
个重要目的是提高“抽象思维”能力. 

t 三） 

本书共分七章.第二章和第三章为群论初步，第四章介绍环 
论，笫七章讨论域的扩张理论-其余三章是准备或过波或处理专门 
问题的. 

第二章和第三章在本书中地位显要.它给出了处理一个代数 
体系的 ■■全 过程”.对于初学者来说，每个想法，每个解决办法都是 
新的.所说的初等代数到近世代数的“飞跃”，即从研究数的运算到 
研究抽象代数系统的结构之“飞跃"，就在这里完成. 

处理其他代数系统的问题,虽然各有各的特点和侧重面，但群 
论中的思想方法对所有代数体系的研究都有指导意义. 

关于本书中主要概念的重要程度、中心内容的依赖关系、对读 
者科学地分配学时的违议可分别见附表1和目录. 

(四） 

现将本书编写过程中的一些想法和做法说明一下. 

(1) 课程的具体内容分为四级，最重要的结果称为定理，次之 
者称为命题，为配合理解定义、定理和命题而举的例是经过选择而 
有代表意义的，读者应弄懂它们所能说明的问题.每节所穿插的例 
题不要求读者一定记住.通常，例题中所用的解题方法属典型技巧 
而且思路比较明确，值得借鉴. 

(2) 书中使用了不很明确的语言，分别加上了引号，如“拼 



凑”、“缩影”等，读者能大致体会出意思就可以了. 

(3) 在定理和命题的证明中有时夹杂着一些猜测和分析性的 
语言，这样易于理解证明的思路，但不太整齐规范.有时在证明之 
前把分析想法单列出来 ，证明 就显得干净利落些，读者做习题时应 
采取后面的办法，分析部分可以不写出来. 

(4) 在定理和命題的证明中，如果多说几句话就可直接证明 
的事情，一般 就不一 定引用前面某章某节某定理，因为许多读者时 
间分散，学后面内容时对前面很久以前读过的内容可能已有些遗 
忘，要求不商地翻回去重看，思想上会产生压力. 

C 5) 对于抽象代数学中最重要的概念和思想方法，采取难点 
分散、逐渐加深理解的方法，每次遇到都认真对待.如，等价关系、 
商集、陪集、商群、剩余 环这一 个 系列； 又如，子集生成的子群、子 
环、理想、子域这一个系列，等等. 

(6) 凡是没有列人书后索引的术语，读者可按各神汉语词典 
的解释加以理解，如“组成"、“充分必要条件”、“癟涵”、 ••程 序'等 
等. 


(7) 每节所附的习题并不是按难易程度决定其前后顺序.前 
囱的习 題没做出来时，可以放一放，经过一段时间学习与复习后再 
做,对读者仍然有好处. 
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第_章 集合、映射和关系 


本课程耍对多种多样的代数体系进行分析、比较、归纳、概括， 
从理论上加以袖象化、公理化，背景十分广泛.笼统说来，代数体系 
是-些有代数运算的集合.所以，我们首先要熟悉集合论中的基本 
概念、符号和思维方法. 

这一章是抽象代数学的基础，也差不多是所有现代数学夂支 
的基础. 

为使自学者不过多依赖其他参考书，使本书基本上自成体系， 
这里可以说是从头讲起. 

对集合和映射概念比较熟悉的读者可对照例题检査 一 r 自己 
原有的理解是否正确.初学者则必须认真地弄慊定义中每一个宇 
的含义，搞清楚定理证明和习题中 每一步 推理的根据. 

第三节中，等价关系与分类、商集与自然映射都是本书中经常 
用到的，而且要不断深化的概念，读者必须很好地掌握. 

§1集 合 

在中学阶段，大家已经反复使用诸如集合、元素等概念.每一 
组对象的全体形成一个集合，集合里的各个对象叫做这个集合的 
元棄. 

本书用大写英文宇母 A . B . C , …代表集合，用小写英文字母 
a s b ， c ， …表不兀素. 

洌如，这里有某青年小组名单如下 




张奋学 ，22 岁，男，拟考抽象代 数学； 

王忠,26岁，男，拟考 英语； 

李立,22岁，女，拟考政治经 济学； 

张自强，29岁，男，拟考 英语； 

王群，22岁，女，拟考英语. 

那么，本组王姓青年的集合是 

i 王忠，王群 I ; 

该组人员年龄组成的集合是 

122岁，29岁，26岁 |; 

他们中男青年拟考课程的集合为 

f 抽象代数学，英语 1. 

用 I 代表所有整数形成的 集合; 用 R 代表所有实数形成的集 
合; 用 C 代表所有复数形成的集合. 

a ^ A 表示 a 是集合>4的一个元素，也说是 a 属于 A , A 含 
有 a . 如果 <2不是 A 的兀素，则记为 a € A ，也说是 ci 不在 A 軍 T A 
不含 a . 

定义1集合 A 和 S 是相等的(记为 A = B ) 当且仅当 A 的 
每个元素都是 B 的元素且 S 的每个元素都是 A 的元素. 

由此定义知道，如果要列举出一个集合的所有元素，那么列举 
的顺序是无关紧要的.例如 

122岁,29岁,26岁丨=129岁，26岁，22岁 | ， 

I 春，夏，秋，冬丨二彳秋，春，冬，夏 I . 

在一个无穷集合中列举其元素的方法更可用很多不同方式，例如 
i 2,4,6, …，1，2,3,… | 

= |-,6,4,2, l ,3,5, r -| 

= {1,2, 3, 4,-1. 

今后，我们最常用的确定一个集合的方法是所谓描述方法，即 
用数学表达式给出该集合元素的性质.例如，整数72的所有因数 
的集合 



I ±72, ±36, ±18, ±24, + 12, ±6, ±4, ±3, ±2, ±1, +8, ±9 i 
可记为 

U 61 U 整除 72!; 

对于取定坐标系的平面 R 2 上以原点为中心的单位圆上所有点所 
形成的集合可记为 

|(x ,^)£R 2 l-x 2 + y 2 = 1 1 ； 

而位于该单位圆以外同时乂在以原点为中心半径为2的圆内的所 
有点构成的集合是 

心，30611山. 2 + ) 2 >1且 x 2 + y <4 i ; 

上述两圆给定后，在小圆内的所有点和在大圆外的所有点一起形 
成的集合是 

iu ，： v ) gr 2 u 2 +/<i 或者: c 2 + y >4!. 

在人类文明史上，数字0的使用是件很了不起的大事，对数学 
发展有重要作用.同样，为了方便起见，我们把不含任何元素的集 
合称为空集，它在集合论中也是有重要作用的，记为0.例如 
i x RI lx 1 + 1 = 0 1 = 0, ! x ^ l ] 3 x =5| =0. 

又如，前面提到的青年小组中 20 岁以下青年的集合是空集. 

定义2设都是集合.说集合/\是集合 B 的子集合，当而 
且仅当 A 的每个元素都是乃的元素.換句话说，/是 B 的子集合当 
而且仅当蕴涵着当 <4是£的子集合时， i 己做力也 
说溽 A M 于 S 或_8包含 A .符号表示力不是_8的子集， 
如果 AGJ 3, 但 A 即有 H 的元素不属于则说 A 是;3 
的真子集，记为 AC 1 B . 

因为空集0不含任何元素，说“0的每个元素 a 都具有某某 
性质”这句话，从形式逻辑上看，在数学中不会引起矛盾.于是，我 
们可以说“0的任意元素都能被2整除％也可以说“0的每个元素 
都不能被2整除”或“0中的每个元素都是要考抽象代数学的青年 
人”等等.于是，我们可以约定，对任意集合 A ，都有 

任意集合力，若 / i 孕0，则说 A 是非空集合或 A 非空.由于 



0 QA 永远成立，当 A 非空时，就有 0 CA . 

例翅1给出集合 il , 2,3!所有子集所形成的集合. 

首先要提醒读者，0是这个集合的一个子集，它不含任何元素 
并不意味着可写可不写. 

其次，要知道也是自己的一个子集. ■ 

还有，子集 U ，21 和子集!2，1!是一回事，不要重复开列. 

最后，要注意此题答案 是唯一 确定的，但开列元素的顺序可以 
不同,下两给出一种 写法： 

l 0,| li , i 2 i ,|3 Ul ,2[, il ,3 U 2,3 i ,| l ，2,3 li .' ' I 

这里容易犯的错误是把某个数宇看成是子集.，我 0 说， 2 是 
i 1,2,3|的 -- 个元萦 ，而2这一个数字所构成的集合 .31 
的一个子集. 

定义3集合 A 的所有子集所形成的集合称为 A 的幕集. 
定义4由任意集合决定一个集合 
U '| x 6 火 或者 

称为 A 和 B 的并集，记为 AUS . 

这个定义中“或者二字是关键词，它是说 只要： c 属于 A ，B 
之一，它就算 A \ JB 的元素，即 zeA 蕴涵 _ reAUB , 而 
亦蓮涵 jc 同时属于 A 和时，也蓮贪 a ： eAUB . 

.例如，' • 

U^,3|U|2, 3,4,5| = |1,2,3,4,5|, 

U _ l|x 整除 8 i l|Ueik 整檢 12| , 

= 1-12,-8,-6,-4,-2,-1,1,2, 3, -3,4, 

6,8，12[， 

K^,3')eH J i^ 3 +/<iiu!Cx,^)eR 3 u 2 +y>4i 

二 IU ，_ y > eR 2 U 2 + V<l 或者/+/>4|. 

定义 S 。由怿鳶集合 A , B 可决定^集合 - 
|• r |• r 6 A 同时 ， 

称为 A 和 B 的交集，记为 A 门 fi . 



这个定义中的关键词是“同时”二字，它表示 1 既属于 A 又属 
于 B ， 两件事同时成立，人们也用“并且”，“而且”等表示这种情形 - 
例如， 

|1,2,3 ； 012,3,4,5|= |2,3i. 

U 6 IU 整除 8 lf ! U -€ li.r 整除 121 
= { -4, -2, -1,1,2,41. 

i(.T ， >oeR 2 ix 2 + y^nni(^,^)eR 2 i.c 2 + y<4i 
= I (_ r，_y ) GRj 1 ■+ - 

例题 2 如渠 A,B 和 C 都是某集合的子集合.证明： 

un ⑴ uc -二 ( Auc ) rt ( ifuc >. 

分析我们要证明上式左端集合的每个元素都是右端那个集 
合的元素，同时右端集合的每一个元素都是左端那个集合的元素. 

还有，当已知:有某些性质，要证 lexuy 时，如果.1’， 
当然 .rGXU 如果 + r € Y ，我们就要 ffi 明必有因为“如 
果： v , 当然 xexu y ” 一句话恒对，从而不必每次都提起叙 
述一遑，而直接从“如果…… •.人 手验证 • 

证明对每个 x 6( A 门 《) UC ， 由并集的定义知 
或者 . r € C . 

当时，； r 当然属于 A UfJ , 同时，也当然属于石 UC , 即 
a ' eAUf ： 且 ' reBUc . 

按交集的定义，16(.41100(『：!11(：). 

当:门 B 时，即 x € A 并且所以， . t . GAU (: 并且 
r € B \ JC . 由交集定义，知 , ze ( AUC ) n ( BUC ). 

总之， j ： e ( AnB)UC 则必有 x 6( AlJC ) 门 （ BUC ). 

反之，对任意 o ;€( AlJC ) n (月 UC ), 如果由干 
AUC 且可推出且 . r ：6 B , 也就是门 B . 
这就证明了 则 x 6( a 门 muc . ■ 

例题3问对于集合的交集和并集是否有如下的规律 ：对任 
意集合 A , R 和 C 都有 （ ADE)UC = An ( 月 Uc ). 





分析要否定一个对“任意” 4 ，B 和 C 都成立的命題，我们只 
要能找到一组确定的 A , B ， C 使上式不能成立即可，不必泛泛讲 
很多不能成立的理由.所选的反例越简单越好. 

解此命题不能对任意集合恒成立.令 

■4=0, J3= fit, C=!l|, 

贝 = ( AnB ) UC = U !, rfiiBUC=llK Af 1( BljC ) = 0. I 
关于集合的并集和交集有很多计算规律，本课程不要求更多 
地记住它们.本节所列的习题供刚开始接触这些内容的读者加深 
对概念的理解用.今后直接引用的只有下列几条几乎可说是不证 
自明的规律，即对任意集合和 C ， 

aC\b = bC \ a , aUb = bUa , 
(ADB)nc=An(Bnc), au<buc)«(^u&>uc. 

今后,我们要经常处理若干个集合的交集和并集的问埋.这是 
两个集合情形的推广. 

设/是一个非空集合（可以有无限多个元素），每个/对 
应集合 S 的一个于集 A , ，则通常说 

fA,|A,QS, jej] 

是 S 的一个以/标号的子集族 J 称为指标集. 

定义6设|4)'。5，_/云力是5的一个子集族,集合 
UGSI 对任意都有 > r 6 A , !. 

称为是这个于集族的交集,而集合 

' U 弓 s ! 有某个使得 
称为是该子集族的并集，分别记成和 \ jAj - 

换言之 ^ a ,. 是由 s 中属于4个八； 4元素形成的集合， 

是 s 中至少属于某一个 a , 的那些元素形成的集合. ，e/ 

例题4证明：当 PU ，2,3 i 时，广（八，门屯）门八 3 . 

证明若： L - egA ,， 则 x ^ A l , J x € A i x 6 A s ， 从而 



反之，若 6 (Ai n ) n A; ，则 』6 fl A 2 且 j: € , 而 

j:GA,n/b 乂意味着 .r6A, 同时 2+eA 2 ，总起来即有 J.-eA,, 
.r'G A 2 ， _r € A 3 ， 即 

-i-€- _0^ . I 

有时，一个集合的子集族 i 用-号形式给出，而是描述形式， 
如 

|.4|A^S, A^0i 

乃衣示是 S 的所有非空子集形成的族.同样可把属于该族每个子 
集的元素形成的集合叫做这族子集的交集，并珂相应地定义其并 
集.此时，可把描述条件记在符号 n 或 u 的下边. 

例题5设 /\, C 是集合 S 的子集，它们确定了 S 的一个子 

集族 

；^= 1 X I X^S , 且幻. 

旺明： AUB . 

证明对任意 XGS 由 ASX , 知 AUBGX , 即 AU 

B 的任意元工都属于每一个从而 xGp /， 即 

^ UBe A = n Hcx x . 

另一方面， AUB 也满足歹中的描述条件，即 AUB 6 .歹，若 
则对任意都有:当然应有 xGA ( jB . | 

例题6设 A 是集合 S 的子集.问，是否必有 AC =^ s r ^ x X . 
解此断言不恒对.例如取 S 二 R , A {0[, Jxi^CX 
CSIJIJ 

』 [产 |0 1 = 儿 

这是因为对任意^€11， a 尹0,都有 

Adjo ,-|| cs , 

即彳 |0， a /2!， 从而 



n x . 

(亡 s 

此事说明族蓼的交集只含一个元素 0. A 不是它的真子集. 
定义7 设那么，集合 

Lrix 6 i 3 但 or 冬/\| 

称之为 A 在 i 3 中的余集，记为 B - A . 

例如！ 1,2, 3,4.5! - ll,3,5i = {2,4i. 

乂如 


K 2 |(x ， _y) €R 2 U. 2 + _y 2 <l I = f (j: ， 3i)6R 2 1 a: 2 + y 2 >lS- 

例题 7 设 S 是个非空集合， W 是它的幂集. 证明： 对任意 
A ， ii ， C€9 恒有 


i (( AUB )~( AriB ) jUC |-!〔（/\ UB > — （ AflB )〕 门 Cl 
= ULK ( MJC )-( Bnc )]|- lAfK ( BUc ) — （_ HDC )〕|. 

分析这个等式表 面十比 较复杂，但仔细观 察一下 ，多次出现 



的乃是两个集合交集在它 
们的并集中的余集，这神事 
实用示意图画出来，是相当 
直观的. 

证明设 A , B ， C 如 
图 1-1 .这个囝形由七部分 
组成： 

7号区域 : zriBnc ， 

4号区域 : J 4 nB-AD 
BflC , 


5 号 区域: Bnc - anBfic , 

6号区域:点门 C - A 门 B 门 C , 

1 号区域去掉 4号、6号和7号区域, 
2号区域: B 去掉4号、5号和7号区域， 
3号 区域： C 去掉5号、6号和7号区域. 


所以，我们有（以下数字1,2,…,7分别表示第1、第2…… 第 7号 
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区域） 

= [(1 U 2 U 4 U 5 U 6 U 7)-(4 U 7)] U 3 U 5 U 6 U 7 
= 1 U 2 U 5 U 6 U 3 U ?， 

〔（ AUB )-( AnB )〕 门 C 

= ( lU 2 U 5 U 6) n (3 U 5 U 6 U 7) 

-5 U 6, 

AUi (^ uc )-( Rnc )3 
= (1 U 4 U 6 U 7) L '[ C 2 U 3 U 4 U 5 U 6 U 7)-(7 U 5)] 
= UU 4 U 6 U 7) U (2 U 3 U 4 U 6) 

= LU 2 U 3 U 4 U 6 U 7, 

An [( BUc >-( Bno ] 

=(J U4U6U7)n(2U3U4U6) 

-4 U 6. 

于是，可以看出 ，（2) 在 （1) 中的余集是 1 U 2 U 3 U 7; 

而(4>在 (3) 中的余集也是丨 U 2 U 3 U 7, 命题得 E . 
这个例子在第二@和笫四章还会出现. 

习题一 

1. 用描述方式写出下列 集合： 

( a ) I -7, -5, - 3, - 1[; 

( b ) 12月1曰，3月】日，4月1日 i ; 

< c ) U /2,2/3,3/4,4/5,---!; 

( d ) (3,1,4,5,91. 

2. 将下列集合用列举元索方法写 出来： 

( a ) 

( b ) U € lll <_ r <48 且 z 为索数 I ; 

( c ) 丨 （ x ,_ y ) 为坐标平 if 上的点 I y ^ 2 x 且 / +y =51 ; 

( d ) UeR | a :>0 且 _ c 为真分数 h 

( e ) U 代表月份 U •不是有. W 天的月份 I ; 

(0* t » l € I |有 iE 整数 w 使得 n + i = 4 m _ gV =2 W + i !. 



3. m A , B , C 代表苎角形 I ； 个边上点分別形成的集合 i ■和 （ 代表 
该三角形的三个顶点.试给出 AnBjfiiinc . AUsuc '. 

4. 设和 C 都是集合 . S 的子集.证 明：若 A £ i 3, sec ： 且 CSA , 
则 


A = B = C . 

5. 设 AC - h，BflC = 0 .如果 AUC ： = BUC , 则必有 A = S . 

(5. 设 = I _ ' I ，~ U - 1), … - 1，《 I , ” = 求 

7. 利用 I ?1 L - l , 证 明：对 任意 A , S , C 6#, 恒有 

,4 n (( iiuc )-{ anc )3 = (.4 nzj ) U ( Anc )- MnBnc ). 

§2 笛卡尔积和关系 

在平面解析几何中，娃立笛卡尔坐标系，使平面上每个点都对 
应一对实数,把几何图形与数量联系起来，即可用代数方法处理几 
何问题.这样，几何学可利用代数学的丰富成果，面许多代;数问题 
也因有了几何的讨论才获得明确的解答. 

. 我们把这种“从实数到实数对”的构造方法推广到更一般情 
形. 

定义1对任意集合4和 b , 集合 

AXB = \( a , b )\ a eA , b ^： B \ 

称为是 A ， B 的笛卡尔积，其中 

(a,b)~ (<i| ,bi), a,a t € A ; B 

当而且仅当 a 31 %，b = b {. 

从定义中可以看出 ， Ax 和 fix A , 在 A ， S 不同时，是两个 
不同的集合.对于同一个集 A , AXA 中的元素 U ,, t ) 也不能将 
〜和七随便顛倒顺序. 

例如，若 A = M 1，2|, 6=彳3,4,5丨，则 
AxB = {( i ,3),( l ,4), a ,5),(2,3),(2,4),(2,5)|, 
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«xA = t (3, l ),(3,2),(4, I ),(4,2),(5, l ),(5,2) i . 

又如，在一个有 31 排座位，毎排 6 个座席的飞机座舱中，其座 
席号 可约定省去“排”、“号”等字样，票上 按顺序 只打“排序”、“座 
序”，即用下面集合的元素标明： 

|1 ， 2，.”，311 x \A,B,C,D,E,F\ 

= 1(1,(31, F )|. 

而火车硬席卧铺车中，用以标明铺位的集合可为 
U ， 2 ，.-.， 20|xj 下，中，上丨 

= 1(1，上 ），0, 中），…，（20,下 >卜 
电影院有40排座，每排40个座位，如果规定 (23, 4>是排序在 
第一位置上，座号在第二位置上，则你不能坐到4排23号位上，这 
是两个不同的位置. 

再如，在实平面上取定坐标系后，若 

则 AXS 乃是图 1-2 上的点集，而囝 1-3 上的点集对应 BXA. 



图 I >2 0 1-3 

由于空集0不含任何元素，故对任意集合 A 而言， Ax 0 和 
0XA 也不含任何元素，即 

Ax 0 ^ 0 xA = 0 . 

因为大家对于实数的笛卡尔积已经在解析几何、线性代数及 
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普通物理中遇到过，现在接受上述定义应该是不困难的，这里就不 
再多说 r . 但是，下面要给出的 1 ‘关系”这 个概念，对相当多的读者 
来说，是陌生的，同时也是必须深入理解的. 

定义2 设 A 和 S 都是集合.任取笛卡尔积 A XB 的一个子 
集 R , 我们都说确定了 A 和 B 的一 个关系 i ?. 对任意 a ^ A , *6 
如果 ( a ,6)6 i ?， 则说《 与 有 h 关系，记为 uRb ; 如 （ a ， b ) 备 
R , 则说 u 与6没有 K 关系. - 

例 1 设 A = U ,2,3,4 丨， /3= 12,3,4,5,61.若 
= 1(2,2),(3,3),(4,4)1, 

即2只 1 2,3凡3,4只 | 4，这实际就是大家早已熟悉的整数的相等关 
系.也就是说 A 中元素<1和 B 中元素有 R , 关系当商且仅当 

a — b . 

如果， 

i ? 2 = Hi .2), (1,3), (1,4), (1,5), (1,6), (2,3), (2,4), 

(2,5),(2,6),(3,4),{3,5),(3,6),(4,5),(4,6) i , 

即 li ? 2 2, li ? 2 3, …， 4 i ? 2 6 .仔细分析一.下，即知 A 中元素 a 与 B 中 
元素6有&关系当而且仅当，作为整数， a 小于6,即 a<b. 

同理，取 

. R 3 =|(3,2),(4,2),(4,3) i , 

那么 ai ? 3 6 当而且仅当 a >6. 

而取艮=1(1，2),(2,4)，（3,6)|时,容易看出，0^ 4 6充分必 
要条件是 2^ = 6. 

从此例可以看出，这里给出的“关系”的定义是符合人们习惯 
的,是有背景的. 

例2设 A 为 20 岁以上中国公民 形成的集合, _ B 是我国29 
个省市形成的集合，则 

K = |( a ， x )€ AxBU 在 x 逗留过48小时以上 | 

是 A 与 B 的一个关系. 
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例 3 实平面 K x K 中，囝 
1-4 内两个圆周 h 的所有点形成 
的集合记为 S , 则对任意实数 
. r , jy , 即 （ x ， j )6 -S 的充分必 
要条件是 . r 2 + / = l 或# 

o - 1) 2 +y 1 . 

注意，这个定义中，/\ < b 的 
子集 R 取定后 ， A X zi 的每个元 
素是否厲 T /? 就是完仝确定的， 

任意 U 乃）或 U ， A ) 各 K 必 
居其一，也就是说《和/>有/?关系或没有 R 关系是完全确定的事 
情. 



生活中或其他学科屮有些不明确的说法，在完成数学上的精 
确化之前，不能认为是符合我们的“关系”定义的. 

例如，设 A = |王曱，李乙，赵丙丨， B=! 数学分析，线性代数， 
抽象代数学，统计数学！.如果用如 + K 的性质确定4 x_B 的子集： 
<36 A, b (= B , «较好地掌握了 A 知识， 

事情是很难办的，因为‘‘很好”，“较好”、“掌握等概念不明确，你无 
法确定每个 （《,6) 是否满足耍求，也就是说这不是个确定的子集. 

只要明确定义“所谓较好掌握该知识足指经过省级考试，成绩 
达到……或在本领域.实践中取得……等级成果者”，此时 
R =\( a , b )\( a , b ) eA >^ H,a 较好掌握6的知识 i 
才是 A X/3 的一个子集，从而确立了 A 与 K 之间的一个关系. 

在数学的各个分支中最常用到的是例3中那种 A = C 的情 
形，此时 A x A 的…个子集尺确定 A 和 A 的一 个关系，就可以简 
单说是确定 A 的-•个关系.具体说来，对任意说 a 和6 
有 J ? 关系，当而且仅当 <«,/_>) GR . 

很明显，所说的 a 4是有顺序的， a 和^有关系并不意味着6 
和《 —定有 K 关系. 
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设 A 为一集合.笛卡尔积 AxA 的子集 R 用条件 P 描述，即 
尺= iU ,6)6 AxAlU ,6) 满足 P 条件 I . 

由于 AX A 的元素 U 满足 P , 也可以说成是， A 的两个（有顺 

序的）元素 a ，6满足 P , 故下列说法是等 价的： 

(1) (a,6)€-R; 

(2) ( a , A ) eAXA , U ，6) 满足 P ; 

(3) a , b ^ A , a 和 6 满足 P . 

比如，例 3 中， . rSy 必要而只要 “ d ) 满足 
. r 2 +_ y 2 = 1 或 (x - I ) 2 +： y 2 = 1， 

必要而只要： r ,： y 满足 

： r 2 + y=i 或 U — 1) 2 +/=1. ■ 

又如，平面 RXR 上阴影部分，即直线 

y = x 

的下方点集 S ， 确定了一个关系 S ， 
则下面两个说法是等价的 

(2) ( a :,>)& RXR , y < x ; 

(3) x , 3 »€- R , y < x . 

由于 （3) 中不涉及笛卡尔集概 

念，有时叙述起来简洁些.所以，某些 
时候，我们也用这种方式来定义关 
系. 

设有任意7£个集合 A , ， A 2 ,+ + ■ , A „ .我们称集合 
|( a , la , €Ai ,••• , a „ €- A „ I 

为集合 A , ，…,人的笛卡尔积，并记为 

A,x a 2 x --- xa „. 

例如， n 元实数行 

(^1 . r 2 ,--', r n ) 

所构成的集合可记为 RX …X R . 
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习题二 


!. 给出下列情形中的笛乍尔积 AxH : 

(a) A = ! l ,2 l , B= ! l ,2.3 l ! 

( b ) .4 = ! 11, B = ll ,2,3,4,5,61; 

(c) A= UeRl^OI. H = l>.eR|^ll; 

(d) .4 = uGRU<0! ， i3 = I; 

( e ) A = la -€ Ill < j -= S .6 l , H = |.y e I |0< >><2| ; 

<0 B-l.jrEUxsSO!, A = I; 

(«) A = / i =! l ,2 l ! 

( h ) / l -| l , 2 | x | l , 2 |, B =| l ,2 l ; 

( i ) A = | l ， 2 !， B =! l , 2 ! x | l , 2 |. 

2. 设 A = 10,21 , 19,10,11,12,131 .对下列绐出的 /ix B 的子集 

R 确定的关系做些 解释： 

( a ) K = |<2,10),(2,12 >li 

< b ) R = 1(0,9),(0, U ), (0,13),(2,9),(2,11),(2,13)1； 

(c) R = 1(0,10), (2,12>f. 

3. 设火 = f . r € l |2< j ' s £ l 2 f . 对下列 A 上的关系尺给出 A x A 的子 
集： 

( a ) : ^>>当 且仅当 ^是^ 的: fi 因子； 

( b ) •1«3»当且仅当3：十>>=21 ; 

( c ) xR . y 当且仅当 y = 2: t : 十 1. 

4. 设4=丨- 1,0,1, H 4|, S = 11,2,3,4,51.试用列举元素方法写 
出关系： iU ，6)6 AXB 丨丨 V - < i ] =21. 

§3等价关系、分类和商集 

在各种关系中，下面要讨论的所谓等价关系是最重要而又有 
用的一种，它与集合的元素分类问题密切相关. 

定义1设 R 是集合 A 上的一 个关系，也扰是 RGA XA . 若 
它满足下列三条 性质： 
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(1) 反身性，即对任意 < i 6 A 都有 oRrt ; 

(2) 对称性，即对任意 ciR & 蕴涵 6 K «; 

(3) 传递性，即对任意如果有 aRb , bRc 则必有 
⑽ c , 则说 R 是 A 上一个等价关系. 

例1在整数集丨上，令 

R = IUj ) Grxi | u -& 为偶数 }. 

则 R 确定 I 上一个等价关系. 

证明对任意整数0为偶数，故 ai ? a; 

对任意整数《 , t ， 如果,即《 - 6为偶数，则 fc - a 也是偶 
数，从而; 

对任意 a , 6, c €: [，如果 oi ?6 ， 6 Rt ，即 a -6 为偶数， 6_ c 为 
偶数，从而 

a ~ c = {a - b ) + { b ~ c ) 

亦为偶数，也就是 

这个例子可以推广到更一般情形，对一个固定的自然数 „ ，令 
R , = Ua ， MGlX | U _6 为 n 的倍数 i , 

则 R „ 确定 I 上一个等价关系. 

例2设 A 是所有 m 阶实方阵形成的集合，则下面 
i ? 3 二 ZXA 分别确定 A 上等价 关系： 


XAI 有非奇异方阵 f »， Q 使 PaQ = M , 


R 2 = 丨（〜6)€焱\為|有非奇异方阵尸使得 RjP -1 =&!, 
R 3 ={( a , b ) eAxA \ u 的对角线元素之和等于6对角线 


.元素之和 I . 

例3设 A 为某寝室学屯的集合，令 


R i = \( a , b )^ AXA \ a , b 听过同一老师的课|， 


R , 确定 A 上一个关系，但不是等价关系.可能甲和乙在二年 


级听过同一老师的课，而乙和丙也同时听过另一老师的课，但甲和 
丙却从来没有机会听同一老师的课.即不满足传递性. 


16 



这个例子中，如杲 A 是某居民委员会居民构成的集合，那么 
R , 可能不满足反身性，也许有\没听过任何老师讲课. 

如果在该例中， A 仍为某寝赛学生的集合而 
i? 2 =丨 U 6 A x /\ | u , 6于1989年度选学完全一致 
的学习科 R !, 

则^是 A 上等价关系. 

上节说过，我们既可以用笛卡尔积 A XA 中元素 （ a 乃） 来叙 
述一个给定的关系，电□了用集合 A 中元素 a 和6来叙述该关系. 
习惯上.人们引人特殊符号”表示一个等价关系，故有 

定义 r 设〜 是集合 A 上一个关系.若它满足下列三条性 

质： 

(ir 反身件，即对任意 《 e / i , 都有 a ~ a ; 

(2厂对称性，即对任意 a , b ^ A , •蕴涵 

(3) -传递性，即对任意如果则必 


则说〜是 A 上的一个等价关系. 

例 4 几何空间中，规定直线 L t -L 2 当而且仅当 h 平行或 
等于 L 2 ，则〜为等价关系. 

例5所有在区间 [-1,1] 上连续的函数构成集合为_4，规定 
当而且仅当 

| "'(iOdx = J ig(x)dr, 

则〜 为等价关系. 

等价关系之所以到处可见，是因为它与下面要讨论的分类问 
题密切相关，而分类是所有科学研究工作中都采用的方法.只有把 
研究对象按特定要求分门别类，才能区别各种事物间的本质差异. 

定义 2设〜是集合 A 上的一个等价关系，对 毎个： c ^ A , 称 
A 的子集 
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s.= bly'-cf 

为 元素; r 的等价类. 

命题1符号如定义2所设，则对于任意: r € A ， 非空; 对 
任意 . T ， y 6 A , 若 S ^ S , 则必有 \ n \=0; A 恰为其所有不 
问的等价类的并集. 

证明对任意 o :€_4, 由于~是等价关系，故: c ~ x , 即 

.T. Sj , Sj.7^0. 

如杲5,门&尹0,设 z es , ns ,. 由定义知且 2 ~3». 
由于〜是等价关系，由推出 . r 〜2.再由 a •〜 z , z - y 推出 
x — y. 于是，对任意 S ； •，因为 ty ~. r , 又推知 zv~y, ty 6 S v - 
从而 S ^ SS ,. 完全对称地，又必有进而得 Si = S , •这说 
明，两个等价类或相同或不相交. 

由于每个 . tG ^, iGSi , 所以 

把其中重复的相同的等价类删 i , 则 a 为其不同的等价类的并 
集. I 

一个集合 B ， 如果有以 d 为标集的子集族丨丁, uez \|, 对任 
意 i £/ i ， 有 T ^0 ,K 

( 1 ) 丁,= 0 ，只要；内， 

(2) B= ^T,, 

则说这是 S 的1个分类，也叫分划. 

它的含义是， S 中的每个元素必然分到一个子集乃中去，而 
且只能在一个丁,.中. 

例6 北京市正式居民按户籍所在区县论，即得一分类.每居 
民必属一个区县，且无任何居民同时属不同两区县. 

例7 n 阶实方阵按秩数论，得 H 阶方阵一分类. 

例8 _个单位中的成员，按年龄、性别、血型，都得一分类. 
按所属党派论，未必能得我们讨论意义下的分类，因为有人可能同 
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时属于两个不同党派. 

命题 t 证明 T : 给定集合 A 上一个等价关系，就给了 A —个 
分类. 

反过来，还有 

命题2若有集合 A 的一个分类，即有 A 的子集族 S ,， i 64 

满足 

(1) S.n^-0, 

(2) A = US ,, 

规定，刘任意 a ~ b 当而且仅当 a 与6属于同一 S ,. 则 
〜为 A 上等价关系，且诸 S ; ，恰 为〜对 应的不同的等价类. 

证明因为 A ^ gS ,， 对任意 d 6 A ， 必有 i ^ A , aGS ,， 从 
而 a — a . 即〜有反身性. 

对称性是显然的. 

设 a ~6且 6 — c ，即有 / 

a ，6 € S , ， b , c €- Sj . 

由 6 eS , flS ; 知；=_/,从而 “. cGS ,, .印 〜有传 递性. 

再来证明每个 S , 恰为〜 之下的一个等价类.由于 S ; 非空 ，设 
工 es ,, 我们断言 

S , = S ,. 

首先，对任意: ves , ， j 〜由于已假定; ^ es ,., 据〜的定义，知 
jGS ,.. 这说明.另一方面，对任意 Z GS ,， 由于已经有： 

S , ，故 2 —; r ,从而 a 6 Sj . ，这说明 SiSS , .所以， S ; = . | 

例 9在整数集 I 上，规定 a 〜6,当而且仅当 a _6 为偶数. 
这是个等价关系，且 

S -^ SfS^Ueik 为奇数 t , 

S _, = S() = S 2 = U 6 IU 为偶数 i . 

所以，〜决定 i 的一个分类，即 a = i , 
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a = s , us 2 , s , ns 2 =0. 

当然，你愿意写 A = ，也 可以，因为 S , s .3 S 2 是 A 的同一 

个子集， S. 9 J5 .S, 是同一个子集，前音均为偶数集，后者都是奇数 
集.这个分类就是把整数集分成奇数集和偶数集这祥不相交的两 
个 -r- 集. 

例10在听有实系纹多项式作成的集合 P 上，规定 f ( x )~ 
当而且仅当 n . t ) = g ' i . r ). 这也是一个等价关系.由于 
/(-「）= 〆（-!■)必要而只要 _ fU ) 与 gU) 相差一常势，.故 ' 

S /(rl = i .1-)€-P i ^ (.r ) = /(x) + C, C$R}. 

定义 3 设〜是集合 A 上的一个等价关系，说 A 的子集 T 是 
关 系〜下 的一个等价类表示的完全集(简称完全集），如果 +T 中不 
同的元素的等价类也不冋，且 A= gS,. 

例7中， u 个矩阵 ’ , 


1 

0 


1 

1 


] 

1 

0 

> 

0 


1 

0 


•.華 

0 


L 


是个完全集.例9中 | l ，2 i 是个完全集，同时丨 _9，18 i 也是完全集. 
例10中 


T ' d / k ) G P |/.(. r ) = ao〆 + …+ a ,, - , a - + 1| 

构成二个完全集.这是因为任意一个多项式 

g ( 工） = b„a-"' + + 

必等价于 + …+虼，1 + 16 T , 即必有 teT ^ s U .) GS ,. 

另一方面，若 h ( x ) , k (. r )€: T , ^( 3 ：) = k '( x ) ，则必有实数 
6 使 = + ft . 但 A (. r ) 和 6 ( 1 .) 的常数项均为 1 ，故必有 

A ( X ) = 々 U ). 也就是说，当 k^h 时， s * ns ,, = 0 . 

定义4设〜是集合 A 上的等价关系， r 是关系~之下的一 
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个完全集,则集合 

A = | s [ |?eri 

称为对等价关 系〜的 商集. 

要注意的是， A 是以等价类为元素，了是以等价类中代表元 
为元素，绝不可混为一谈 . a 是由〜唯一确定的，而完全集可能有 
很多. 

比如，例9, A = l ， 对丁〜 ，商集 

A = jS ,, S 2 ! = | S l 8 , S - 9 !. 

A 包含两个元素，每个元素有很多不同的记法，但作为集合 ， S ,= 
S -, =…都是奇数集 G ,而 S 2 = S „ = S ls =…都是偶数集即 
A =\ G , E \. 

如 果用列 举元素法来写，则 

A = f 丨…， - 1, + 1，3,… i ，丨…，- 2,0,2,… 11 • 

而 A 对于〜的等价类表示完全集却有很多，不是表示法或记 
号不同，而是不同的集合.如，|0, 1| 是完全集， { -9，18 f 是完全集， 

I -39, 1081也是完全集. 

完全集中的元素是整数，而商集中的两个元素分别是两个数 
集. 

本节概念较多，它们是今后讨论的基础，读者必须准确地掌握 
其表达方式和内在含义. 

我们再给一个例题，把所提出的概念串在一起，以利对照比 
较. 

例11设数集 A 是 

1-2,-1,0, 1,2,5, 71. 

给定 AXA 的子集 R 为 

f (-2,-2), (-2,1),(-2,7),(1,-2), (1,1), (1,7), 

(7,1),(7,7),(7,-2),(2,2),(2,5),(5,2),(5,5), 
(-1,-1),(-1,2), (-1,5), (5,-1),(2,-1), (0,0)}, 
则得 A 上一个关系 J ?. 
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由于 

(7,7),(-2,-2),(-1,-1),(0,0),(1,1)(2,2),(5,5) 

均在 R 中，关系 i ? 有反身性. 

容易看出 i ? 中元素是对称地出现的， K 含丨5, 2丨同时含 
(2,5), R 含 （1,7) 同时含 （7， L ) …… .关系有对称性. 

R 也具有传递性. 

所以，是个等价关系. 


这个关系还可以用描述方法给山， 

— 6是3的倍数 I . 

也可以 z 中元素来描述，即，对任意当而且仅当 
是3的倍数. 

用最后这种说法时，验证反身性、对称性和传递性会更方便. 
现在用 〜代替 R . 计算等价类，得 

S _ 2 =!-2, l ,7|, S ,= 卜2，1，7|， 

S ; = j 2,- l ,5|, 

S s = l 2,- l ,5 l , S , = |2,- l ,5 i , 

S 0 -|0,01. 

即 S 2 = S5 = S — I , S-2 — s , = S 7 . 

于是，等价 关系〜 把集合 A 分成了 3类， 

. A = S _ 2 US i US 0 ={-2, l ,7| Ul - l ,2,5| UiO |. 

偎若，在 / i 给定之后，即指定上述分类方式，我们规定属于 
i - 2,1，7|者有关系，属于彳 -1,2,51 者有关系，0与 0 有关系，得 
到的这个关系就是尺. 

等价关系 i ? 决定了 A 的一个分类，也决定 T A 的商集 

^ = 11-2,1,71,1-1,2,5(,101(. 

它有3个元素,每个元素是集合 A 的一个子集.这里排列在第 3 
位的元素10!，同样是一个子集，只不过是该于集只含一个数字0 
而已，不可以把万写成 
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||-2, I ,7 U -1.2,5|,0|, 

或者 

|-2, l ,7 i - l ,2,5 i 0 l , 

等等. 

由于 S - 2 = S , = S 7 , = S 2 = S 5 , 所以 

A ^ S ^ US - iUS^SiUSsUSf 
有很多种不同的写法， S _ 2 , S M 和 S e 是 两两不 同的等 价类， S ,， 
S 5 和 S u 也是 两两不 同的等 价类. 所以， i -2, -1，0| 是个完全集， 
U ，5,0; 是个完全集，17,2,0|也是个完全集. 

例12 段 n 为一 正整数，在整数集[中定义关系 〜， a ~6 
当而且仅当 是〃 的整数倍，并将这个关 系称为 整数槿 《关 
系 .有 

S u = !•••, - ti ,Q,n , 

S , = !•••,- n + 1,1 , n + 1,--| , 

S n -, - ~ l , n - \ , 2n 

构成丨的一个分类.是丨对于关系 〜的一 个完全 
集. 

当然，丨 -1,0,2,3 ，…， "- 2 ，n + l 丨也是个完全集.但前者说 
起来更方便些. 

我们令 

[ O ] = s 0 , [1] = S ,, •••, [ w - l ] = S n .,, 

则 I 对于等价关系 〜的 商集是 

1” = t [ oL [ i ] ,…， [m - 1]}. 

特别地， 

1— 2 =彳偶数集，奇数集丨. 

习理三 


1. 列 举子集 R 的元索分别给出各 集合上的相应 J? 关系： 
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< a ) 集合 | l ,3,5,7,9 i 上数的“小于 ’’ 关系； 

( b ) 集合12,3,4,5, 6 i 上数的“互素’’关系； 

( c ) 集合 i 3= U ,/, A 是 B 的所有子集所构成的集合, A 上“包含 
C ” 关系. 

2. 在下述“证明"中找出 漏洞： 

现断 tT , 若 A 上关系 尺有对 称性和传递性，则必有反身性. 

对仟意由对称性知，若则必6只 a . 再由传递性知，且 
6兄2蕴涵着 ai ? a .而 u 是仟意的，这说明 i ? 有反身性. 

3. 给出一个关系，它乇对称性、传递性，但无反身性. 

给出一个关系，它有反身性.对称性，但无传递性. 

给出个关系，它有反 .3 性和传递性,但无对称性. 

4. 设 i ?, S = AxAMK 和 S 郁是的等价关系. 证明： i ? AS 也确 
定 A 上等价关系. 

5" 设”=1，2,…都确定上等价关系，且 
证明： = 亦为 A 上的一个等价关系. 

6. 设 集合豸 只含两个元素.问， 

( a ) 4上有多少个不同的关系？ 

( b ) A 上有多少个等价关系？ 

( c ) A 上有多少个关系有对称性？ 

( d ) -4 上有多少个关系有传递性？ 

( e ) .4 上有多少个关系有反身性？ 

( f ) 集合 A 有几神分类？ 

§4映 射 

设是集合. 

在 A 和 B 的各种各样的关系中，有一类特殊的关系，也就是 
AXB 的 一类特 殊子集 i ?， 对任意 a € A ， 都有而且只有一个66 
使 


(a 1 b )^ R , 

我们暂称这类关系为映射关系，在以后的各章节中并不使用这个 
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称呼. 

例如，设 A = 19,4,1 丨， B = f 3,5,8 i , 

J ?= 1(9,3),(4,5),(1,5)}. 

A 的所有元素都在 R 中元的第一个位置上出现过（即由 B 中元， 
与它组成一个中元〉，而且只出现一次（对每个只有一 
个 b 使（ £1 ,6)6_??)，这是个映射 关系. 

这里对于 B 要求较宽松，它的元 素可能出现在 R 某个元素 
屮， 也可能不出现，如数 s 就没出现.有 的元素 age 也可■能多次 
出现在 R 的元素中，如这里的数5就出现了两次. 

又如， A 和 S 都是整数集■， 

R = i ( rt ,6)6 Ax B \ a 2 = bl 
也是一个映射关系 . A 中任意元素，必出现在 

( 1 , 1 ),(- 1 , 1 ),( 0 , 0 ),( 2 , 4 ),-- 

的第一个位置上，而且只出现一次. 

再如,/ V 是某单位全体在职职工构成的集合 ，B = 丨 

14< a <80 j , 则 

R = Ua ，6 )eAxSU 的年龄为6! 

也是一个映射关系.因为每个职工都有年龄，而且是 B 中唯一确 
定的数. 

但是，当 A 和 B 都是 整数集 I 时， 

R = Ka , b )€ AXB\a = b 2 \ 

不是映射关系.因为 361, 但对任何 661 都有£> 2 关 3, 即 J ? 中任 
何元的第一个数字均不为 3, (3,6)€ i ?- 

此例中, B 仍为 整数集，而 A 为平方数集，即 
A =|0, 1,4, 9,-1, 

那么， 

R = \{ a , b )^: A X - B \ a = b 2 } 

是不是映射关系呢？否.因为 A XB 的元素 
(4,2), (4, -2) 
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均在 R 中,4出现了两次. 

进一沙，设/ V 为平方数集 ，丑 为非负整数集，则 
R =\( a , b ) eAxB\a = b 2 \ 

为映射关系. 

同样，设 A 为平方数集， B 为非负实数集，那么 
i? = 3(fl,6)eAxB|a=* 2 ) 

亦为映射关系，尽管有些 66 B 不会出现在 _ R 的任何元素中（如 

42 ). ■ 


形象地说， A 为横轴， B 为纵轴， AXS 为平面 .A XB 的子集 
R (由 AXB 平面上的点组成）确定 A 和 B 的一个映射关系，当 
而 i ■仅当 ，对任意 a 直线^ = ,7上都有且只有一点6,使得 

(a,b)^R. 

容易看出，映射关系包含了人们已经熟悉的变量之间的函数 
关系. 

由于 A 和 B 的关系也可以避开 AXB 的子集 R 这样的提法， 
而说 A 和 B 的元素的对应，通常人们习惯于用如下的定义来推广 
函数概念. 

定义1设 A ， B 是集合.如果有一对应规则/,对于集合 A 
中任何一个元素^，在集合 B 中都有唯一的元素6和它对应，这个 
对应叫做从集合 A 到集合 B 的映射，记作 

/使集合 A 中元《对应6,记为 /( a )= 6,也说是/把 a 变成 6. 

定理1如果 R 是集合 A 和集合 B 的一个映射关系，对任意 
«6/\，有唯一确定的6 6£5使（〜&)6只.我们规定< 1 对应这个 
6,并把此规则称为/，则/是4到 B 的映射. 

反之，若/是集合/ V 到集合 B 的一个映射，令 
R = \{ a , b )^ AX . B\b = f ( a )\ 

就得到 A 和8的一个映射关系 .. 

证明如果 i ? 是 A 和 B 的一个映射关系，对任意^ 6/1，都 
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有而且只有一个66石，使得 

(a,b)€ ： R, 

这个 A 是由 a 唯一确定的.令对应6,并记6 = /( a ), 则/是 A 
到 B 的映射. 

反之，如果/是 A 到 B 的映射，那么子集 

R= \(u,b)eA^<Bib=f(a)\ 

中，对任意 a , 必有唯一确定的 i 使 
/' = /(«). 

从而即对毎个都有唯一确定的6使 U , 6 )6 
R - 从而穴为映射关系. | 

可以举一简单例子来说明上述两种思想方法之间的联系. 

设 A = U j , c | , !1,2,3,4丨.那么，对应规则 

f(a) = l, f{b) ^3, /(t) = 1 

是 A 到 S 的映射.如 HI 1-6, 其左侧是 A , 其右侧是 S . A 中每 
个元都有而且 只有一 个射线发出. 



图 1-6 图 1 一 -r 

这个事实在 Axfi 中讨论，该映射/在 AXB 中确定子集 R , 
A 中的每个元素都出现在 K 元素的第一个位置上，而且只出现一 
次•如图1 - 7所示，/?中二个元素是由 A 中元和 B 中元给出的， 
A 中每个元都有而且只有一条射线发出，其终点彡 |( a ,/(«)， 
(6，/0))和（0/(。')),也就是（《，1),(6,3)，（(：，1). 

由于映射是个对应规则，同一规则可能用不同时方式或顺序 
叙述出来.只要“对应”的效果相同，我们就认为是相问的映射. 


27 



精确地说，设 g •: C — D , 认为/和 g 相等(记为/= 
g ) 当而且仅当 A = C 且 i ? = D 同时对任意 aeA = C , 都有 
f ( a ) = g ( a ). 

比如， A =| l ,2|, B = f 4,5,6 l , 则 

/(1)=4, /(2)=5, 

与 

只 (2)=5, g ( l )=4, 

是相同的，即 /= g .同样，令 

h(a) = a + 3, A 
和 

^( a ) = l + 4 a _ a 2 , a ^ A . 

则 /, g，A j 都相等. 

但是，若 D = |4,5,6,7丨，映射_/:/\ — 0规定为；(1) =4, 
j —(2)=5 .我们不能说 /= j . 

例1设 A 是个集合.规定，任意对应 a 自己.这是 A 
到 A 的映射，称为 A 上的恒等映射，记为，即对任意都 
有 i A U ) = a , 有时把 G 中的 A 省略,简记为 i . 

例 2 设 A 是集合 B 的一个子集.规定，任意 a £A 对应 B 
中元素 a . 这是 A 到 B 的映射，把 A 中元变成其自己，称为 A 到 
B 的嵌入映射，记为即，对任意都有 U ( a ) = a . 

例3设 A ，£ 是集合.规定，任意元素 U ,6) GAXB 对应 
a .这是笛卡尔积 / VX _ B 到/ I 的映射，记为九，即 p A (( a , b )) = a , 
对任意 U ，6)6 AXB . 该映射称为 AXB 到 A 的投影.同样，规 
定 


p B (( a , b )) = b , ( a ,6)€ A X 3, 

得到 Axfi 到 B 的投影. 

例4设〜是集合 A 上的一个等价关系， A 是 A 对〜的商 
集.规定，任意 《6 A , 对丁其 所在的等价类 
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S a = \ x ^ A \ x ~ a \ , 

则得到 A 到商集只的一个映射 ?*, 

y ( a ) = 5„,对任意 

这个映射称之为由等价关系〜决定的自然映射. 

特别地，对于自然数集 I 上的等价关系 a ~ b 当且仅当 n 
整除 a - 6,我们用1^代表关系 〜决定 的商集.此时 由〜决 定的自 
然映射 y 对任意; 《 61 有 

Y(m) = S m = ,m - n , m ,m + n ,m + 2n • 

例如， 

1 - 2 = |S 0 ,S, ,S 2 ,S 3 ,-" 1 , 

I-5 = |S I ， S 2 ， S 3 ，.”|. 

由于列举集合元素时，可将重复者去掉，故 

1-2 = I s u , S| I ~ I S3 , S4 !» 

= I So , Si , S 2 , S3, S 4 1 = 1 S5, S||, S]7, S» , Sj,(. 

表示的完全集有不同的选法. 

为方便起见，通常选择一个最简明的完全集，它的根据是 
引理1对任意 w 6 l , 恒有 g ， r €1使得 m = q - n + r , O^r 
< M . 而且，满足上.述要求的 r 均由 m 唯一确定. 

证明用长除法(也称为带佘除法)应有 g , r € l 使得 
m = q'?i + r , 0^ r < n . 

现征唯一性，如果又有使 

m = q,'n + r , , 0< r ,< n . 

两式相减即得 

(9 - 9i )« = r - r , , 

从而 《 能整除 r - n •但 r - n 的绝对值小于《，若能被《整除， 
只能 r , -r = 0, 即 

r = r ,, 

进而 （？- 1 )/j = 0，9 _ W =0 ， g = g ,. I 







这样，上 ^ 讲的自然映射 y , 

r ： m-*s„ 

而引理告诉我们 w 确定一个整数 r , 满足 

m = q' n + r , 0^r< « 

于是，必有 S w = S r . 

所以，我们记 


y ( rn ) — S r , 对任意 m 61， 

I-„ = |S fl ,S| ， ■- -,S r _i} 

=1[0],[1], …， [«- 1]丨， 

就避免了开尹’ 元素时可能出现重复的情形.也就是 

y(D ； =[i], r(2)^[2], ■■■, r(«-i) = [n-i3, 

r(n)-=[o], Kn + i) = [i]， …. 

这个映射今后要不断地出现，读者必须彻底搞清楚. 

由于大家在初等数字、微积分学和线性代数学中接触过大量 
的映射和函曼.实例，这里就不再多举具体例子了. 

要再次提醒读者，映射不要求 B 中每个 元素： y 都必 
被 A 中某个元素 a 对应.例如，上例中的 2,4€ B ，但 a , fr , c 都不 
对应它们. ' 

同样，也并没要求咸中不同元素一定对应 B 中不同元素.例 
如,上例中 / U )=/( r ) = l , 

定义2 设/是4到6的映射，称 

Img (/)= tyGBl 有 a€A 使 y = /( a )| 

为映射/的像. 

若 Img (/) = B ，则说/是满 射或/是满的，或/是映上的. 

若对任意 / U ) = / U ) 蕴涵 a =6,则说/是单射 
或/是单的，或/是 1-1 的. 

当映射/是单射又是满射时，称之为 双射或 / 是 1-1 映上 
的. 
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例 5 设 /: I — 1,/把》变成，即 

f(n) = 2ti , nGl, 

则 y 为 单射. 因为 /(72)=/( m ), 即 2«=2 m 蕴涵 n =- m . 但/不 
是满射 ,34 hng (/). 

设 

1(« + 1)/2,当 n 为奇数时， 
gh !)= \ nl 2 , 当《为偶数时， 

则 s 为满射.因为，对任意 mGI , 都有 
/(2 m )~ w ', 

m 6 Irr ^( g ). 当然， /(2?" 1) 也等于 w * ，但要说明 mGlmg ( g ), 

只要指出有一个整数在之下变成《就足够了. 

设"：1^1, 

/；(?；) = « + 100, 

那么， A 既是满的又是单的，从而/!是 I 到1的双射. 

定义3设 fB — C , 那么，规定，任意 《 G ,4( 此 U 
唯一对应 /( a ), 而 /( a )66 在 g 之下唯一对应 C 中元 W / U )) , 
对应 d / U )) GC , 这是 A 到 C 的映射，称为是/和 g 的复合映 
射，也说是/和 g 的乘积，并记为 g 。/, 也就是 g »/ : A — C , 
(g°f)(a) = g(f(a)), a^A. 

显然，映射/和映射 g 有复合映射 g 。/, 并不意味着容和广一 
定有复合映射.即使/和 g 能复合和/也能复合，也未必有 
f°g = 8°f- 

例6设 A = U , y ，2 i ， B ={ 1 , 2 , 3 \, C = 卜，6;，映射/ : 
A — B , C ， 且 

/“）= 1 ， f(y)=2, f(z) = 3, 
g ( l ) = a , 发 (2) = 6，. g ( 3 ) = a 
(如图 l -8>. 則 f /: A — C ， 且 

(g"f){x) = a, {g°f){y) = b, (,g-f)(z) = a. 

对这两个映射 /*，<? 而言,无意义. 
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例 7 设 /: R — R ， s : R ^ R ， 

f(x) = x 2 , x^R, 
gix) = x + 1, xGR. 

则 R , f /: R ^ R , 且 

(/。尽)(工）=( 工 + 1) 2 

=x 2 + 2x + \, xGR, 
(g°f)(x) = x 2 + 1, 3 ： £R. 

要说明 / Y 关 g */, 只要指出，它 
们不是对 I * 的每个元素 d 来说,对应的 （ g 。/)^) 与 </ D g )( a ) 恒 
相同，也就是要指出，至少有一个实数“ 〆 /^)^)#^。/)…）- 
取 (I = 1， 

(/"^)(1)=4, ( g »/)( l )=2, 

即说明问题. 

命题 1 设 g-.B-*-C, / i : C — D •則 

./ i °( g °/) = (/ i * g )°/- 

证明首先，由 /: A — B 和貧: B — C , 知 f /: A — C , 从而 

h"{g-f)-.A~*D. 

同时，由 g-.B—C, h : C’—D 知 A - g : B -» D ， 进而 
{h-g)"f ： A~*D. 

这说明和 （ hg )"/ 都是从 A 到 D 的映射. 

进一步 ，对 任意 fl 6 A , 因为 

- {(k-g)-f){a) = (h c g)(f(a)) = h(g(.f(a))'), 

所以，办。（客《/) = (/ i ° g )。/. | 

这类问 M 的证明，有时事情本来很简单，但由于符号使用过多 
而掩盖了命通本身的直观性.我们介绍一种能帮助人们直观地处 
理类似问題的术语. 

设 /: A — B ， C . 如果有 hA — C 使得则说， 
有 g 使得图 1 — 9 可交换. 
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图 1-9 


阌 1-10 


臂如，在例7中，若令 ；!（、 r ) = ： r 2 + l ， o :€ R , 则图 1-10 可交 
换. 

命题1是说，对于 f ， g，h ，有可交换的图形 



fi y g 


图 1-12 

进一步，把三角形⑷斜边上换成 A »( g "/) 仍为可交換 
图形-当然，也可以说三角形 (2) 的斜边上/!。（貧。/)换成(/!。 & )。/ 
后仍为可交换 屆形. 

厠个示意围（图1-13)，即要求 A 中任意元素 a 经过两条不 




图 1-13 


同的路径，变化的结果是相冋的. 

“图形可交换’’一词已经广泛出 
现在很多现代数学分支中，使用起来 
方便而直观，特别便于初学者分辨一 
个元素（如 a , /(a ), (g » /) ( a ), 
U 1)(6)) 究竟属于哪个集合，哪些 
映射是可以复合的，复合的映射是从 
哪里到哪里，等等. 


本课不要求读者知道更复杂的可交换图形，所有这类图形，均 
可作为示意图理解.甚至不理会这些图形也绝不会影响各定理的 
证明. ' 


命題2设 B , 则/。&=&。/ = /. 

证明对任意 aGA , 

(/° U )(«)=/( U («)) ^ /(a ) , 
从而 f°<-A =/• 同理,4。/=/. 

这个命題有如下可交换图形 



I 


命鼉3 设 /: 力 — B ， C , 那么 

(1) 如果/和容都是满的，则 g = / 亦然； 

(2) 如果/和 g 都 是单的，则 g 。/ 亦然； 

(3) .如杲尽*/臬满的 ，则其是 满的； 

(4) 如杲 g 。/ 是单的，则/是单的. 

证明 餒设 / 和 g 都是满的.对任意 c 6 C , 由于 g 是满的， 
必有，使得 



gib). 

对于这个由于/也是满的，从而有 A 使 
b = f(a). 


于是就有 


c = g (6) = g -(/( a )) = (^»/)( a ). 

由 c 的任意性，知 g 。/ 为满射. 

假设/和只都是单射，且有 q ， c 2 6 C , 使 （§•/)(<:,) = 


U -/) U 2 ) ，即 


g{f{c\)) = g{f{c 1 )). 

则有 /( C | )，/( tl )6 B . 而 g 是 B 到 C 的单射，故必有 /( C ,) = 
/(。 2 }.又由于/是片到万的单射，条件 /( C| )=/(«：,) 就蕴涵 c , 
^.^把本段证明之首尾拿出来看蓆是，^"/)^,^^/)…） 
蕴涵 


f 1 = c 2 . 

假设复合映射 g 。/ 是满的.那么，对任意 c € C , 必有 
使得 （ g °/)( a ) = c .即 

(g°f)(a)=g(f(a'))=^c, 

令 6 = /( a )， 则 6€ Bj g (6) = c ，由 C 的任意性知 g 为 满射. 

假设复合映射为单的，且有 a | , a 2 eA 使 /(«,) = 
/ U 2 ) .那么，必有 

(g\f)(a 2 ')^ g(f(a 2 )) = g(f( ai ))=(g"f)(ai). 

而 g 。/ 是单射，上式即意味着 a , = a 2 ，也就是说/为单射. | 

这类问题证明并不难，但当有几个映射复合在一起时,要牵涉 
到几个集合,必须时刻注意搞淸楚，中间出现的元素是在嘬个集合 
里.每前进一步之前，先明确下一步打算证明什么，怎样才算证明 
了这个事实，然后再幵始论证. 

定义 4 设 /: A — B ， 说/是可逆 映射, 如果有 pB — A 使 
得 
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g\f=iA ， f°g=iB- (*) 

比如，例 7 中， R ， 

g(.T.) =X + 1, xGR 

是可逆映射，原因是有 A : R — K , 

h (. z ) = j ： - \, jtGR 

恰好使得 

( g »/ i )(' r ) = (； r - l ) + l = a : = ! R (_ r )， 

(/ 「 gO(.z：) ， O + 1) - 1 = x = ， . R (_r〉. 

该洌中的 /: R — R ， 

fix ) = . T 2 , x € R , 

却不是一个可逆映射.要说明一个映射不是可逆映射，看起来是件 
复杂的事情，需指出，任意6 A 都不能使 

k a f = i A , f°k = i B 

两等式同时成立. 

将来，我们会学到一些简单的判别方法. 

不过,对于例7中的/，大家都很熟悉，说明它不是可逆映射 
的这件事并不难. 

对任意 A , 必有 

=/( k ( x )) = ( k ( x)y , x € r . 

而当 ： r =- l 时, 々（-1〉 GR , 但 

(M -1)) V -1; 

也就是说: = ~ U ) 不是对所有 _rGR 都成立.从而 
/。克关 &./ 不是可逆映射. 

下面,先给出一个判别映射是否可逆的充分必要条件. 

定理_2映射是可逆的，必要而只要,/是双射. 
证明如果/是可逆映射，那么，应有映射使得 
g ° f = lA > f ° g = Ifi . 

由于恒等映射“是单的，据命题3之 (4) 款， f 必然是 单射.又由 



于恒等映射是满的，据命题3之 (3) 款,/必然是满射.所以，/ 
是双射. 

反过来，如果是个双射，我们来确定 B 到 A 的一个 
映射 g 使得 （* ) 成立. 

对任意 6 GB , 由于/为满射，故必有使 / U ) = 6 .而 
且，由于/是单創，不能有另外的 A 中元素在/之下也变成6.这 
就是说，按这种办法，我们确定了一个规则， B 中的每一个元素 A 
都有而且只有一个与之对应 .这个规则（也就是 B 到 A 的 
一个映射)记为发，则 g : B-A, 对任意 b^B, 
g(b) = a, f(a) = b. 

再来验证（ * ) •对任意设 / U ) = 6, 则 

(f a s)(b)= f{g(b)) = f{a)^b = i B {b), 

也就是 

同样,对任意 aGA , 设 / U ) = 6, 那么，按 g 的定义，应有 
g (6) = a ，于是 

(g°f)(a) = g(f(a)) = g (b) = a = i A (a). | 

命理 4 设 /: A—B 是可逆映射.那么，使得 

i A 

的 A 是由 / 唯一确定的（此时记尽 =/-■). 

证明如果还有 /i 使 

f°h=i B , h°f=i A , 

那么，由命题1知 ( g 。/)。/! =尽。（/。/0,但 

(.g°f) a h = i A °h = h , ^。(/ 8 /* ) = g^i B = 

从而 / i = g \ I 

当 /: A — S 可逆时，这个由/唯一确定的映射声即 
称之为/的逆映射. 

关于映射，还有一个常用记 号:设 /是集合 A 到集合 B 的任 
意一个映射， S 是 A 的一个子集.则将 B 的子集 
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/(S)= f3^/3| 有使: y=/(x)| 

称为 S 在 / 之下的像. 

前已定义，映射/是满的，当而且只当， ./'( A )= B . 

对 B 的任意子集: T , 称 A 的子集 

UGA|/(:r)eT| 

为了在/之下的原像，记为 /」（T). 这里加 -1 绝不意味着/可 
逆，对一般映射/及 B 的毎个了-集 S ,/ M <3) 都 有意义.觀例 7 
中， /: R—R 并不是双射.取彳 4,9iER, 则 

/ '(| 4 , 9 |)={- 2 , 2 ,- 3 , 3 |. 

映射是个对应规则，它当然使 A 中子集 S 的每个 
元素 5 对应 B 中元素/(•、.），这就诱导出 S 到 S 的映射，通常记为 
/ l s . 对任意 s 6 S ， 有 / U (5) = /( s ). 


注意,/是声到8的映射， / U 是 S 到 fi 的映射.它们的关系 
是：限制在子集 S 上看,这两个映射的效杲是一样的.也坷记为： 
命题 S 设 ii ， S 是 A 的子集，则 / U =/ W E ，也就是 
下图形可交换. 


s 事实上，对任意 s € S , 我们有 

.\^l s (f^s)(s)=f(i s ( s ))^f( s ). I 

，S 下面这个命題在以后各聿中要经常引 

、 / \ p 用. 

一 命题6设 /: A — 对 S 的任意子集 

图 1-15 了,都有 

/(/■ ， (T)) = rnimg(/). 

证明若： y 6 Tm ms (/>， 即 jGT . 而且 AlmgC /)， 从而 
必有:使得 


于是知 /( Z )=> e 7\ x 6/- l ( T ). 故 

/(x)Q/(/-(T)). 

但 /( x ) 就是义所以知^^/(广 （ T ) >• 也就是 
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Tnimg (/) g / (厂 '（ T )>. 

反过来，如果 z € f(f u ': r ))， 则有 《 e / _ Ur ) 使 
z=f(u), 

战.而 〃6/_ Tr ) 这件事意味着 

/(«> eT , 

这个 / U ) 就是2,即丁.合起来， = 6： rmmg (/'), 从而 
八厂丨（— O ) 二： mirng (/). 

所以， /(/- jo ' DzTmmga 〉. I 

学好本节的关键是弄懂“映射”、“可逆映射”的定义.我们通过 
刿子把这些概念串一串. 

设 /:A 是 A 到 JS 的映射，通常，称 A 为 B 的定义域 ， E 
为/的值域. 

不能脱离定义域和值域来谈映射.让我们讨论下列问题， 

1. A = |(1， 31 )|2 + /<1!是映射关系吗？ 

答： 提法不对，没有定义域和值域. 

2. A = iU ，： y )6 RXR | P + y < U 是个映射关系吗？ 
答：為 给出了 R 上的一个关系.但当 a =2 时,对任意 ^6 R , 


即没有任何 3^ R 使 (2,>.)€ A ，使2与 y 有 A 关系，故 A 不是映 
射失系. 

3. 用 K 代表 


l - r €- R | , 

那么，4 =丨（4 3 0€尺¥1^： 1： 2 +父<1|是个映射关系吗？ 

答： A 确定 KXR 上一个关系，但不是映射关系. 

当: C =0时，每个2 , — 1<2<1都满足 

而映射关系要求“对每个 K 都要有唯一确定的 y€R 使 

(^： A ". 
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4. A = !(u)€KXR|a： 2 = 是个映射关系吗？ 

答： 仍然不是.因为，对1 = 0,有（0,1〉$八，（0,—1)6犬. 

5 - 用 J 代表集合 

U 6 R |0«4 i , 

那么丨（^)6尺巧|,, 2 +/ = 1丨是尺\_/的一个映射关系 
吗？ 

答：是.因为，对每个都有 J 中一个唯一确 定的; y 使得 

u ，> oeA . 

6. 用 H 代表集合 

卜 6 R | _ 士或 2< K )0 j ，, 

那么，為=|(0：，>)€尺乂州. 1 . 2 +/ = ：0是1<^奸的一.个映射关 
系吗？ 

答 ：是. 

7. 上问中的 H 换成 . 

M = | e 6 R | —士或士<100 1 ， 

N = 卜 € r | -士 <«] 或士< 2 <8(>1 ， 

[ z 6 r | _ 音<2<0或吾 , 

情况会发生怎样的变化？ 

. 答： |(_ 3 ：, > 06尺\]^2 + ^ = 1!不是映射关系，因为 

(7?，士) eA ，（ VI ，-{) eA ， 

即 / C 中数 v3/2 在 A 的元素中出现了两次. 

而6=1<工，>0€尺\财|：1： 2 + / = 11也不是映射关系，因为 
/3/26 K , 但没有 N 中 元素: y 使 

( V3/2,.y) 
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但是 ， L ’= 丨 （ j ; ,： y ) G K X U x 2 + 3< 2 = 11 是个映射关系. 

8. 上面第 5 问中 A 所确定的映射 (. t ,/( x ))6 
/ V ,屉个满射吗？ 

答： /不是满的，因为没有任何 zGK •使（: r ,4)€ A , 印对任 
何 .，.6 K ■恒有 / U ) 式4, 4$ Img (/). 

9. 令卩= U 6 R |0< z <： U . 那么， 

A =\(. r , y )€： KXP \ x 2 + y 2 = l \ 

确定的 K 到 P 的映射是满的吗？是单的吗？ 

答： 是个满射.因为，对每个，即 
0<6<1 

必有 a 使得 u ,6) e 4. 

但，它不是单的，因为（一 1,0) GA , (1,0)6 A . 

10. 用元素对应法给出问9中确定的映射. 

答 ：由问 9的映射关系得映射 /： K - P , 

y = f ( x)='J x 2 . 

它不是单射，因为 / a )=/( — i >= o . 

11- 给出 R 的子集 X ， L 使得 |(_ r ，3 <)eXx Y | x 2 + / = 
II 确定 X 到1■的双射. 

答： 可以给出很多.例如， 

Xi = K ， Yj = K , 

A , = I ( a . ， ： y ) e K x K u 2 + / = 1 且 

A； ! = l( ： c ， i y)€'K'x/<|_r 2 + : y 2 = i 且巧 <0| ; 

X 2 = P , Y 2 ^ P , 

^3 = I (^. y) ^ P x -PI x 2 + 3< 2 = 11 ； 

X 3 = Jx 6 r | 会<文<1或-|<：(：<0卜 
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图 i - L 6 

12. 用元素对应方式给出11款中片 3 和/\ 4 所确定的映射. 
答：由 A 3 确定的映射记为 /, A a 确定的映射记为 g , 则有 

y = f{ji)=-/T ： 7 x i , 

Jv^l - a: 2 ， 当士 gjcgiE 寸， 

_y = gU)— _ 

当-+<尤<0时. 

13. 给出上述映射 / 和 g 的逆映射. 

答： 由于/和 g 都是双射，所以它们都有逆映射， 

r' ： p-*p, 卜 SYd, 
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-T = r l (y)=V l- y 2 , 

f / FV ， 当时， 

■r.^g _()，)— ^ 

\-Vl~y 2 , 当 y <0时• 

习題四 

1. 条件如例 7, 给出 映射户 和 ( g =/> g ,</7)。/. 

2. 给出一个例子使得 f / 是单射，但 犮并 不是单 
射. 

3. 设 (:. 如果為是单射，则菹涵 

f=8- 

4. 设 "0, k -. B - C , 如果 A 是满射，则 f ' h = g-h II 


5. 如果 /:A — i ) 和都是可逆映射，则 p/:.4-*C 是可逆映 
射，而且 

6. 给定实数 a ,6, 用它们确定 B 到 R 的一个映射/，规定 

f(x) = ax + b - 

问，何时/为单射，何时为满射. 

7. 设 . S ^ SiSA . 证明： 

/( s , ns 2 ) c /( s 1 ) n /( s 2 ), /( s ,) u /( s 2 )=/( s , us 2 ). 

8 •.设 /:A—B, giR -^ C . SE 明 ：Img (发 */) = dImg(/)>_ 

§5 置 换 

只含有限个元素的集合称之为有限集.非空的有限集 A 到 A 
本身的可逆映射称之为/\上置换，也就是 A 的一个置换. 

由于 n 元集的元素可用自然数标号，记为 
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一个置换将 a , 变成即把4的第丨个元变成第 j 个元，可以简 
单说把变到」 ，而 不引起混乱.如果需要的话，在讨论问题时，可 
以把每个 A 的 <2省去，只记为 f ， 最后再把各相应的；再填上 fl 记 
为 a ‘ 就行了. 


也就是说,我们只要讨论集合 
S = |1，2, 

上的置换，则任意 n 元集上的置换就有办法处理了. 

设 S =| l ,2,3| .对于 S 上的一个置换 P ， 可列一表，记成 

P =( 1 2 3 ) 

If (1) P (2) P (3 )r 

即把每个数字在 F 之下对应的那个数宇记在它的下方.于是 s ± 
有六个不同的置换，它们是 



当然，也可以把 h 写成 

等等.因为，作为映射,效果相同者即为相等映射. 

可以用很直观的办法来汁算两个置換的复合.例如 


: X; 

3 ^ 3 
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把相连的射线接起来看，即知 p ^ p 2 = p ,. 

也就是，把要进行复合的映射的图连起来，把结果记下来，即 
得其复合.如 



下面研究一般情形，设 

s = |1，2,…，此 

命题1 S 上有 7 T ] 个不同的置换. 

事实上，我们记置换的表中，上面一排取成1,2,…，，,，那么， 
下面一排，这《个数有《!个排列方法. ■ 

定义 1 数码 1,2, …，〃 的每一个有确定次序的排列称为一 
个《排列.在 -- 个”排列中，如果有较大的数排在较小的数之前， 
则说这两个数构成一个反序，该排列中出现的反序的个数称为是 
它的反序数. 


例如，下面的〗，2,3,4排列中出现反序情况是 


排列 

反序 

反序数 

1,2,3,4 

无 

0 

1,4,3,2 

(4,3),(4,2),(3,2) 

3 

2,3,1,4 

(2,1),(3,1) 

2 

4,2,3,1 

(4,1),(4.2),(4,3),(2,1),(3,1) 

5 


命理2 若把一个 n 排列中某相邻两数码互換位置，则所得 
到的新排列的反序数与原排列的反序数差 1. 

事实上，设所考虑的排列为 


调换后，得新排列 
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看（ *) 的任意反序 U ,/). 如果既 不是； 也不是 J_, 此次调换 
后， ife 和 z 没动，仍为反序.如果 I 是 i ， j 中一-个 ，而々 不是， 
那么，这次调动/仍然在々的后面 ，（m 仍为反序.同理，若是为 
i,j 中一个，而/不是，那么 u,o 仍为反序.对于不是反序者可同 
样说明. 

剩下的只需看；和 J 两个数码了.如果在原排列中是反 
序，新排列中就不 是了； 如果在原排列中；和_7不是反序，那么新 
排列中（,'，_/)为反序. 

总而言之，两个排列间仅楚一个反序. ) 

命题 3 当 n>l 时，《!个《排列中，反序数为偶数者恰有 
一半，即 M /2 个. 

证明设所有反序数为偶数的排列作成的集合为 A , 所有反 
序数为奇数的排列作成的集合为 . 

建立 A 到 B 的映射 ff , 规定 A 中元 

i ,j <k,l , ( 1 ) 

对应中元 

j ,i ,k ,1 ,■■■ , (2) 

其中々以后各数码在两排列中顺序相同.命题 2 已经 a 明前者 
反序数为偶数时，后者之反序数为奇数,这个对应确为 . A 到 B 的 
映射.它把 A 中序列前两数码换位后得 B 中数列，显然 a 是个单 
射. 


又， B 中每个排列 （2), 前两数码对调后必得 A 中排列（1)，这 
个排列在规定的映射下，恰好对应 B 中排列（2〉；也就是说，这个 
映射 A 是取射:'从而 A 和 fi 有梢同多的元素，各为 n \ 12. | 

命题 4 将一《排列之两数码（未必相邻）对调，得到的新排 
列与原排列的反序数奇偶性相反. 

证明我们只证明原排列反序数为偶数时，对调两数码后的 
新排列之反序数必为奇数.另外的情形可对偶地得到证明. 
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设有排列 


⑶ 


…， ，… ，乂，是，…， 

在 i 和 j 中间有 f 个数码.对调 和） ，得 

■■■， k ， h ， …， j ,， i ， … (4) 

如果 (3) 之反序数为偶数，据命题3，将 Z _ 和对调，余者不动，新 
排列 


yi ,)!<■■■, 

的反序数必为奇数.再对换 h 和 Z _ …… 得新排列 

乂 "，乂 ■，...， ⑸ 

其反序数奇偶性变了 f 次.再对换 i 和 I 得 

<Jl <"■ ,j, ,k . 

继续对 调人与 A ……乂与 l 得 

"■< k , j x ,■■■,], (6) 

从 (5) 到 (6)， 反序数的奇偶性又变化了 1 + ( 次. 

总起来，从 (3) 到 (6), 两排列之反序数的奇偶性变化了 2 r + l 
次，（3>的反序数为偶数，则 (6) 的反序数必为奇数. ■ 

定义2设 F 是丨1,2,…，幻 上的一 个置换，记 
1 2… ) 

\ P (1) P (2)' ••- P(n)l' 

当排列 P (1), P (2) ，…, PU ) 的反序数为偶数时，称 F 为偶置换， 
否则即称为奇置换. 

命题5偶置换 F 用任意方式给出 

p = f ：1 | (讨) 

[ p ( m ) 尸 ( 《 2 )… PUj\' 

其上下两排排列的反序数之差恒为偶数，若 P 为奇置换，则任意 
一个》排列 


1 1 ，0， 

的反序数与 


⑺ 
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P ( J ' l ), P (/ 3 ),--, F (/„) (8) 

的反序数之差恒为奇数. 

证明在排列 (7) 中对调 q 和某个 = 新的排列变奇偶性 
-- 次.相应地，在 (8) 中对调新排列，竒偶性亦变 
-次. 

两个新排列排在一起，仍然是罝换而新表法的两排列反序 
数之筘与原表法两排列的反序数之差奇偶性相同. 

继续下去，得 


\ P (1) F (2) … P ( n ) l ， 

其对应的两排列反序数之差的奇偶性与 （#) 表示中对应的两排列 
的反序数之差的奇偶性相同.所以， P 为偶置换时，排列 （7) 的反序 
数与排列 （8) 的反序数之差为偶数 . P 为奇置换时， （7) 反序数与 
(8) 的反序数之差为奇数. | 

命题6两个奇偶性相 M 的置换复合后为偶置换，两个奇偶 
性相反的置换复合后为奇置换. 

证明设 P , Q 是 S 上两个置换.我们只需证明，若 Q 为偶置 
换，则《。尸和 P 奇偶性 相同； 若 Q 为奇置换，则 Q ^ P 和 P 奇偶 
性相反. 


Q 可以用任意方式给出，当然可记为 
Q= | P ( l ) P (2) … 

且由于 


\ Q ( P ( D ) 0(^(2)) 


Pin ) \ 
«(P(n))i' 


( Q « P )(1) = Q ( P (1)), ( Q « P ) U ) = Q ( PU )). 

就有 


g ° P ~lQ(P(l)) Q(F(2)) … 
当 Q 为偶置換时，据命题5,排列 

P ( l ), P (2),-, P ( n ) 


Q ( P ( n ))) 


⑼ 
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( 10 ) 



的反序数与排列 

Q ( P ⑴）， Q ( P (2)) .…， Q ( PU )> (11) 

的反序数奇偶性相同.从而，由定义2,知 

P =( 1 2… ) 

IP (1) P ⑵… P ( n)j 
的奇偶性与 (9) 中的 Q : P 的奇偶性相同. 

当 Q 为诗胄换时，据命题5,排列 （10) 的反序数与排列 （11) 
的反序数的奇偶性相反，从而，置换 （9) 与置换 （12) 奇偶性相反 . | 
命题 7 置换 P 的逆映射(在此处称为逆置换)与 P 的奇 
偶性相同. 

证明把 P 表成 （12) 形式，容易看出，置换 

H p m)) ⑴) 

恰为户之逆置换尸…. 

Q 的上下两排列反序数之差就等于上排列 
P (1)， P (2), …, 

的反序数由命题5, t 的竒偶性与 Q 的奇偶性相同.由定义2, 

;的奇偶性就是 P 的奇偶性.所以， P 和 Q 之奇偶性相同. ■ 

习题五 

1. 求下 列诸排 列的反 序数： 

(a) n,n - 1,… ， 2 ， 1; 

0>) 1，3,…， - 1,2,4,…， n . 

2. 对于 U ，2,3 i 上的 置换 ，计算和 P 4 « P 3 . 

3. 给出置换 

/I 5 4 3 2 6\ 

12 4 3 6 1 5^ 


的逆置换. 
r ,设 
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证明：^^^，...，（（广尸:^-…/^户是两两不同的置換. 

§6 运 算 

从小学时代开始，人们就不断地进行各种“运算” ，如整数加整 
数、有理 数乘有理数. 到了中学阶段，进一步知 道函数加函数、多项 
式乘多项式，等等. 

在这众多的“运算”屮有哪些东西本质上是相同的呢？哪些性 
质是由更基本的性质派生出来的呢？ 

在《抽象代数》中，所说的运算是千差万别的集合为对象的， 
不只限于数的运算而已. 

定义 1设 s 是个非空集合，把 sxs 到 s 的映射称之为 s 
上的二 元运算 ，简称为 S 上 运算. 

例1在 I 上，规定任意 （ me I x I 对应整数，此映射 
即大家熟悉的整数乘法. 

例 2 在所有实的《 X ”矩阵的集合 Me 上规定，任意 
(.4 』 ）G ,, x M „ x ,,恒对应 n x u 矩阵，即得矩阵的乘法运 
算.对任意(八，_0)6]^,乂, 1 ><(\^,,.,，规定，对应/\十^-仙，也得 
到 M „ t , ，的 一个运算. 

例3在自然数集 N 上，规定 （ wd ) 对应 w ", 也是 N 上的运 

算. 

如果有人说，规定 （77; ，《)对应 W - «，那么，这不符合运算定 
义，这不是 NXN 到 N 的映射 ，（2,3) 在 N 中不知对应何物. 

例4在 I 上规定，任意（爪，《)对应整数川-〜则得丨上一 
运算. 

在 R 上规定，任意 （w ， 《 ) 6 K X R 对应实数 rain …….该规 
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定 ，当 《=() 时，是无法实现的事，这不能确定 RXR 到 R 的映射， 
也谈不上运算之事. 

例5设 A 是个非空集合， M ( A ) 是所有 A 的映射.规 
定，对任意 U ，/) eM ( A ) xM ( A ), 也就是 A 和 — 
对应/和 g 的复合映射 g = /6 M ( A 〉， 得到集合 / W ( A ) 上一个 
运算. 

进一步，用 7( A ) 代表所有 A 到 A 的可逆映射的集合.对任 
意 (#，/) G /( A ) xJ ( A )， 山§4命题3可知，它们的复合 g 。/ 亦 
为双射， di 就是■逆 ，印 . e+°/G 1 ( A ). 规定（反, /) 对应榑到 
/(.4) h — 个运算. 

特别地，/\=丨丨，2, ••••»]，上述办法得到所 有，， 阶置换的集 
合上的一个运算. 

对于集合 S 上的运算0.我们可以用 
6 .S x S 这样的说法，当然6是有颐序的，即先说 a 后说 A ，与 
先说6再说 a 是不一样的.同时，可以把映射写到中间，即 
Q{{a ,b)) = a9b. 

比如，例1的映射记为 x ,也就是 
m x n = inn. 

例3中的运算可记为 mQn = m\ 

例6对于有限集，可以把它上面的运算用-个表来指明. 

如 S =! a ，6|, 表 
6 


b | b 

表示 



ada — a , aOb = h , bda = h , bOb = a . 

这种表称为 运算表 •竖列中的每个元与横行中每个元所对应 
的元素记在它们相对的交叉路 u . 

例7设 A 是一个集合，是 A 的幕集 BUS ’ HA 的所有子集 
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的集合.规定（【八 V )6 SXS , 也就是换言之 U , V ^ 
A , 对应它们 的并樂 L 7 U V ,则得 S 上-•运算.同理，规定 U , V ^ 
S 对应它们的交集 un VV 也得 S 上一个运算. 

例8设私是实平面上所有向量的集合.规定，任意 u , v € 
R 2 ，对应《和1>按平行四边形法则合成的那个向量 u + .这是 R 2 
上的一个运算. 

例9对一个给定的正 整数〃 ，1„表示一个有《个元索的集 
合，它的元素用0到《 -1 个数字加上 * 来表示，即 
1„ -!0- ,1* ,2^ ，…， U - l ). 1. 

我们知道，对任意整数 m , 作除法，必有 g , r € i 使得 
m = (pi + r , 0^ r < n 

而且？， r 均由” 》 唯 …确定 （若又有 q ,, r { 满足上述要求，则 

(91~9)” = 广一/"1，由行|(厂 1 -广）知〜一?" = 0, r , = r , q ,= q ). 

对任意 i ' , j ' 61„,其中，—， y 是小于 》 的非负整数，作除法， 
可确定唯一的 r 满足 

i Jr ) = qn + r , O^r < n ⑴ 

规定 u ' ，/) ei „ xi , 对应 （ l ) 中得到的「加*，即 u * ，， ） 对应 
，.由于 o < r <« ，，是 1„中确定的元素. 

这就得到1〃上一个运算，称为加法.记 +( 广，/ ) = r •或者 
/ • + 厂 = r * . 

以1 6 为例，其运算表是 


+ 

0* 

r 

2, 

3 * 

r 

5 * 

0 - 

()• 

r 

2* 

3 * 

4* 

5 - 

I - 

r 

2* 

3 * 

4* 

5 * 

O - 

2> , 

r 

3** 

4* 

5* 

cr 

i' 

3 • 

3 * 

4 # 

5 - 

0* 

r 

r 

4- 1 

r 

5 * 

0* 

r 

2. 

y 

5 . i 

5 * 

()• 

r 

V 

3 ' 

4' 
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同样道理,对任意作除法，可得唯一的 9, r 使 

I 'j = qn + r , OsJr< n - 

我们规定，任意 〆 ，，，对应上法唯一确定的这个 r 加上*， 
即 


ew ，r ) = r* , 

这是 I XI ,,到 I,, 的映射 J 是卜_的一个运算，记 9 ( i - ) 为 

/* x j ' ，并称之为1„上的乘法，即 i ' X >" = r ' 这个运算所对 
应的表是(仍以 L . 作为例子） 


X 

0' 

r 

V 

3' 

4* 

5* 

()• •’ " 

(T 

0* 

0* 

0* 

O ' 

0 ( 

r 

cr 

r 

V 

3* 

4* 

5* 

2* : 

(r 

2* 

V 

O ' 

2 ' 

4* 

3' 

: (T 

3* 

O' 

3* 

0* 

3' 

4* 

(T 

4* 

r 

0* 

4* 

2* 

5* 

(V 

5* 

4* 

3* 

2 ' 

r. 


这个例中两种运算具有一定的典型意义,读者应很好地掌握. 

为 了进一 步了解，我们给出一个关于整数性质的引理. 

一个整数 a 可以表成<2 = &，其中6和 c 都是整数，则说 A 和 
c 是“的因子，或说它们能整除 a ，记为 6 U , cU . 

如果整数 P 不等于 0,-1, 1且它只有因子 1,-1, 户和-户， 
则称 p 为素数. 

所谓两个整数6的最高公因子 d 是有下条性质的一个正 
整数： 

(1) d 是 a 的因子也是6的 因子； 

C 2) 如果整数 c 是 a 的因子，又是6的因子，则 

最高公因子亦称最大公因子. 

引理 1任意两个非零整数6恒有最高公因 子1 且必有 
.s ， r € I 使 rf = m 十 . 
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证明设 

D = t 2 € 1 1 2 - .ra + , x,y€-l!. 

D 中必含正数，比如说，若 b + 6<0,则必有 

(-^)a + (- l ) fe >0. 

设 i , eo , 看 u 中是否有 i 2 使 

£,> i 2 >0. 

再看 D 中是否有“使得 

/ 2 > j 3 >0. 

由于 7— , 是一个正整数，这样找下去，最后总要有 J 6 D , d> 0 , D 
中任何正整数都不小于 d . 但；意味着有*,(61, 
d — sa^ tb . 

现在来证明 d 是的最高公因子. 

首先,作除法，有 

a = dq + r ， 0^ r < c / . 

从而有 

r = a - dq = a - (sa + tb)q = (l - sq)a - tq)b 9 
这说明 r 6 D , r >0 .倘若厂>0，则与4的取法矛盾.故 r = 0, 
d\a . 同理 d\b. 

其次，对于 a 和6的任意一个公因子 c , 由于 c 丨 a , c | 6，进而 
c I ( sa ) 9 c I (,6}. 故 

c\{sa J rtb) = d. 

而 + ^ = d ，所以 ck ， 这就说明了是最高公因子. ■ 

51 理 2 设6为正整数，《为任意整数，则 u 和6的最高公式 
d 可表为 d = sa + tb ， ii 6 l » 0^5< b. 

证明 若 o = 0, 则 6 就是的最高公因子 ，6 = 0 a + 16 即 
为所求. 

若 a 关0,利用上引理，必有 jjem 

d =ja 十 hb ， ( * ) 
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d 为 a ， b 之最高公因子.作除法，有 
/ = mb + s , 

代人 （*) ,%■ d = { mb + 5)(3 + A 6 ，也就是 

d~ sa + (ma + h)b, 0^s< 6. | 

推论 i 设户为素数,对任意 r ei ,, 如果 ； 竽 0, 则必有 
p 使 r x >- = r . 

事实上，，•和的最高公因子为1，据上引理，有）<户使 

1 =ji + mp, 1* = i* Xj*. I 

定义 2 设•为集合 A 上一运算.若对任意 a ，6, c € A ， 都有 
{a-b)-c = a'(b'c) y 
则说运算•满足结合律. 

比如，例1中的 I 上乘法，例2中上的加法，例7中子集 
的交运算和并运算，例8中向置的平行四边形合成运算，等等，都 
满足结合律. 

例题1证明例2中 Me 上运算， 

A9B = A +B-AB, 

也满足结合律. 

证明对任意 A , B ， CGM „ X .，有 

(^)dC=(A+B-AB)gC = (A-i-B~AB) + C-(A + B-AB)C 
= A + B + C-AB-AC~BC+ABC, 

A6(BdC) = A9{B + C- BC) 

= A + (B + C~BC)~A(B+C-BC) 

= A + B + C-BC-AB-AC + ABC, 

也就是 ( AfiB)^C = A 0( B 6 C )，0 满足结合律 • 

例題 2 证明例 9 中 I „ 上加法满足结合律. 

证明任取 〆 设 

i + j = qn + r , 0^ r < n , 
j + k = pn + s , 0^ s < n , 


I 

⑴ 

⑵ 
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r + k = In + t, (X t<n , 
s + i = hn + u , 0^ m < « . 


(3) 

(4) 


那么，应有 

〆”-= ， .■ ， j* +k f , 

r~ +k' = t' , ;• + r ; 

也就是 

(r +r ) + r =， ， r + o" +k') = u - . 

但是，把 （3) 代人 （]), 知 

( i + j ) + k = q?l + r + k—(q + l)n + t , 0^ f < n , (5) 

而把 （4) 代人 (2), 得 

f + (_;' + ^ ) = i + s + /->；! = ( t + p)n + u , 0^ l < n . (6) 

由賒法余数的唯一性（实际上就是 （6) 减去 C 5> 之两端，推出 M - ; 
能被《整除，但- «<«- ;<行，必有 M - z =0, u = f ) 得到„ = 
r . 所以 ，〆 =«• ， 1 „ 的加法满足结合律. | 

仿此，可以证明 [„ 上的乘法也满足结合律. 

例5中， M ( A ) 上映射的复合运算也满足结合律，已在§4命 
题1 中 证明. 

例理 3 1上减法(见例 4) 不满足结合律. 

证明 取整数3,2,161， 

(3-2)-1=0共3-(2-1) = 2, 

即说明结合律不成立. ■ 

例理 4自然数 N 上运算 扒见例 3)， m 知= 7 〆 ，不满足结合 

律- 

证明 取 2,1,3€ N , 则 

(201)03 = 2' (93 = 2 3 =8, 

26 ( 103 ) - 261 3 = 2 dl = 2 ' =2, 

即 （2 泛 1)03 古 20(103). | 

设+是集合 A 上的一个运算.如果它满足结合律，那么对任意 
三个元素 U ,6 , c ( 有顺序的）有 （£3 • 6) .c = a .( /> • (') •而对于四元 
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有顺序的元•素 a ,6， c , A ，可计算出 

i,{a'b)'c')'d, (a'b)'(c-d), a-{b{c'J)) 
8 aa ，（ b ， cYfdmA 中元素，这些元素的关系如何呢？ 

一 般来说，按顺序给定 A 的 n 个元素 

〜 ， a 2 ，…，^ 

在指定的运算之下要对应 A 中一个元素，不单单与这些元素、与 
所给顺序有关，而且还与加括号程序（即运算程序）有关 • 

对于这给定的《个元素，只有有限种加括号的方法.可分别 

记为 

程序,.< a , ,•••,(!„), i = l ,2 r "， f . 

特别地，记从前往后逐次加括号者 

(… （（（“ 丨.〜）.々） . a 4 )...). ii „ 

为 《i .“2.. 

命理1给定 A 上运算•和任意(有序的)元素 a ,， a 3 ，…， a „， 
如果运算•满足结合律，那么 i = l ，2, … 〆 都有 

程序 i ( a | , - <22. «„ - 

证明对《用数学归纳法. 

当《=2,3时，命题成立. 

偎设命理对于元素个数少于《个时成立.我们研究 a , ,& 
的一个运算程序 


程序, ( tz , , a 2 

不管中间加了多少括号，最 后一步 ，必然是计算出来的两个元素运 
算.不妨设为 

程序 〆 ai ，…，<!„, ) •程序 ，…， a „)， 

其中.程序，是历个元素的一个运算程序，按归纳法假 
定,它等于 


. a 2 . a m . 

程序 t 是个元素的运算程序， 《_ m <« ，按归纳法假定，它 
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等于 


所以， 

程序 i ( a , ，…， a „) = ( a ,. <2„,) *( a mt| ••• 

= (a 丨 .. a „- 丨） . a , 

由 3 个元素的可结合性质知，它又等于 

((a 丨 . a m )'(a mfl . a„- } ))'a„. 

再对前边 《_1 个元素用归纳法假定，最后得 


今后，如果知道;一运算满足结合律，可把的任意一 
个(有序的)演算程序都写成《,_« 2 •+ … a „. 

定义3设•是集合 A 上的一个运算.如果，对任意 
都有^6 =卜《，则说运算，满足交换律， 

比如 I 上加法和乘法，1„上加法和乘法，子集的交运算与并运 
算，等，都适合交换律. 

而矩阵乘法，映射的复合运算，等等，都不适合交换律. 

命题2 设•是 A 上一个运算•如果运算•适合结合律和交换 
律，那么 n 个元素 


的任何一个顺序的任意一个运算程序 

程序; （％ ， a , 2 ，… ，气〉， 

都等于 a , ■ + + •■ 其中是数码 1, …的一个排 

列. 

证明对《用数学归纳法. 

当 n =2 时，命题成立. 

假定命题对元素个数少于《的情形成立. 

对于 
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a = 程序，…， a ,， ）， 














可设 t = «.由命題1知 

a = (a i： . y )• ( a i{ •(<?、•. 气〉） 

=(< 、 .…. a h). (< H +1 ■….《』,））■‘ 

由归纳法假定上式之前括号中的元等于 


从而 a = ( a , - a 2 .«„- i )' a „. | 

历史上，人类最早学会的运算是正整数的加法.经过多年实 
践，才认识到把“没有”记成数宇0是非常方便的. 

0在整数集 I 的加法运算中有特殊作用，对任意„(61，都有 
m+0= m. 

在其他的运算中，也常常见到这种元素，故有 
定义 4 设•是集合 A 上的一个运算.如果元素 A 对任何 
都有 


则说 e 是 A 对于运算•的一个单位元或恒等元，也有人称之为么 
元、中性元. 

例如，数0是整数集 I 对其上的加法运算的一个恒等元，因为 
对任意 w 61，都有 m + 0 = 0+ 

数1是整数集 I 对其上的乘法运算的恒等元，因为对任意 
wGl 都有 m X 1 = 1 X m = m. 

设 A 是集合， S 是 A 的所有子集的集合(例 7) .那么 A 是 S 
上交集运算的恒等元，对任意都有 
Uf\A = Af]U=U. 

类似的，空集0是 S 上并集运箅的恒等元， 

UU0-0UU- U. 

设 Af ( A ) 是非空集 A 上所有到 A 自身的映射的集合(例 5). 
恒等映射 / A 是 M ( A ) 对映射复合运箅的单位元. 

( T 是1„对加法的恒等元,1•是1„对乘法的恒等元. 
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例 2 中，规定 


A6B -A + 0-AB, 

此运算之下零矩阵 CU 。 为恒等元. 

例3中，规定 = / 〆 ，在此运算之下 N 中无恒等元.只要 
取数2,若有 KN , 使 

lQt=--tQ 2 = 2 , 

即 2' =" = 2,必导出矛盾. 

偶数集在数的乘法运算之下，无恒等元. 

命题3集合 A 对其上的运算•而言，如果有恒等元，则必唯 


事实上，设 e ,/ 都是运算•之下的恒等元.由于 e 是恒等元， 

故有 

而由/是恒等元，又应有 


fe~ ef=e-, 


所以 e = f. 


习题六 


1. 在整数集丨上，蚬定， ft + 意丨对应 

(a) mn + l \ (b) m ; (c) 2 m " ; (d) 1 

得到的 I 上运算中，嗶些满足结合州，哪些满足交换律. 

2 . 完成下面的运箅表，使其满足交換律 



3-证 明：对 任意"，^,厂61„，都有 

( r - +r ) x /* =(,* x f -) + ( i -' x〆 ）. 

4. 设 6 是集合 A 上的运 J¥, r 是集合 £ 上的运算.规定，扛意 
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对应 

(a, ftj 2 ,6, r6 2 ), 

则得 A x B 上 一运苒 .进一步，如果0和 r 都满足结合律，则所得到的 AXB 
上运箅也满足结合律. 

5. 设集合 A 仅由“好_’、-坏”二宇组成, A 上运箅表是 


© 

好 

坏 

好 

好 

好 

坏 

好 

坏 


证明：该运算满足结合律和交换律，并找出恒等元. 

6. 在整数集 I 上规定 

mQn -1m + n 1 , 

则此运算不满足结合律，也不薄足交換律，也没有恒等元. 


小 结 


本章内容是学习抽象代数必备的一些基础知识. 

有些概念，如集合、子集、幂集、交集、并集、集合的笛卡 尔积； 
映射、值域、定义域等在初等数学中就已出现过，相信读者接受起 
来无大间題. 

抽象代数学主要讨论各种代数运算的运算规律.本章给出的 
运算概念是初等数学中“数的加法 ”、“ 多项式乘法”、“矩阵乘詹”的 
推广.初学者每 遇到一 个新的"运算”，应首先按定义检査一下它是 
否复合定义，然后进一步验证它是否满足结合律、交换律，有没有 
单位元•再就是将新的运算与你已知的数的运算、矩阵运算比较异 
同.溫故而知新，你对已经见过的各种运算的性质认识得越深刻， 
那么你接受新的运算就会越快. 

“映射”建立两个集合之间的联系.在今后讨论各种代数体系 
时都是最重要最基本的工具•同时，映射的合成给出了映射间的一 
种"运算”;特別是置換的合成,将在本课程第二章与第三聿中不断 
拿出来做例子. 
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所以，抽象代数学特别关注“合成”；关心一个映射是不是有 
逆，从而引出了“可逆映射”概念，也引出了“有左逆”和“有右逆”的 
讨论，这与映射是单的是满的有关系.§4的定理2沟通了有逆与 
双射的关系. 

关系、等价关系、分类与商集等内容是本章的重点，也是难点， 
是读者能否继续学习好本课程的关键之一.复习总结时，可按例 
11讲解的顺序，通过这个实例搞清楚关系、反身性、对称性、传递 
性、等价类、分类、商集等概念的含义. 

然后，再进一步从理论上弄通等价、分类、商集袖象定义的实 
质. 

最后，如果你能自己举出实例来解释这些术语，才能真正地牢 
牢地记住它们. 

书中提到的“完全集”概念已超出《考试大纲》的范围，当然不 
要求读者掌握.但知道商集代表元选择中的种种问題有利于深刻 
理解商集的本性. 


复习甄 

1. 设 A , B 是集合•证 明: AUB = B 的充分必要条件是 AflB 
= 8的充分必要条件是 BGA . 

2. 设 A ，8, C 是集合，且 CSA , C £ B . 证明： 

>\n(B-C) = (AnB)-C. 

3. 设 S 是个集合，且.则必有 

- 

4. 用子集来描写映射关系/在 IXR 中，下列哪些子粲鵪定 I 到 R 的狹 
射： 

(a) |(m, m 2 )| fwCll; 

( b ) ( ( 2 m t m ) I I ) ; 

(c) \(m y n) \ l« I = |« I, 6l|; 

(d) \(m r 2m +I)|m6lt U Km- l,2wi — 1) |m^l|. 

5 . 设 f 备 A 到 S 的狹射 , B •对任意 A 規定:当而且 
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只当 /(_t〉= /(y ). 证明: 是 A 上的等价关系. 

设 A=|—2，-l，0,l，2,3l, B= 10, l,2,4,9j. 对任意 fU ) = 

•r 2 . 求由这个/确定的关系并用 Ax A 的子集形式给出来. 

6. 设 S 是所有平面三角形的集合.设6/18<：,6八方‘(：'属于5.证明 ： 
平面几何学中 △ABCSSAAB’C' (相似），是个等价关系. 

7. 设/是复数集 C 到 C 的映射， 

fix ) =x ! , z€C, 

而足是实数集 R 到 R 的映射 g ( y ) = /, )eR. 设 

S, = |m J i! , S 2 = U. — 11 . S 3 = iml »i6l|, 

分别求出 

8. 设 / 是正整数集 PJ 到 N 的映射， 

/: i-*-i + 1, » GN. 

证明 :可以 找到无穷多个 N 到 PJ 的映射 g 使得 s. /等 于 N 上的恒等 R 射，但 
N 到 N 的任何映射；> 均不能使得为恒等 映射. 

9. 设•是集合 S 上的一个二元运箅，满足结合律.那么对于 S 的* 集 
2 s (所有 S 的子粲的* 合) 规定，对任意 A,S€2 s ，也就* A，S£S, 对应 2 s 
的元索 （S 的子集） 

la '61 at A , 6&Bl , 

并把这个子集记为 AQB . 证明： © 是 2 s 上的结合的二元运算. 

10. 在I上规定对任意 

m * n = m + n ~ mn , 

其中右靖的加 、减 、乘均为通常的数的运算.证明： * 是I上结合的、交换的运 
算，而且有恒等元. 
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第二章群与子群 


一个集竹，对 T 它上的一个运箅，满足结合律等几条极简单而 
又极自然的$求.即说该集合对这个运算构成群. 

物理学化学、生物学，甚至社会科学中都有很多很有趣的群 
的例子.群的研究工作逛有广泛的实际背景的. 

群又是抽象代数学中最基本的代数体系，是本课程要讨论的 
其它各种代效体系的基础. 

一般来说，学习群的理论要从两个方面入手. 

-- 是先掎懂定义，群是仆么东西，它包含哪些对象，有哪些基 
本性质，它羊哪些分类的办法. 

另一个方面是，怎样的两个群，从代数学的观点来看是一样 
的，只要研究了一个，另一个就完全清楚了.怎样的两个群,从代数 
学观点来看 ，一 个是另 -- 个的“缩影'怎样的群可以看成是由更简 
单的群'‘拼凑”面成的. 

后者是我们要在第三章讨论的主要内容，前者就是本章要处 
理的问题 


§1群的定义 

定义1 一个集合 G 和 G 上的一个运算.满足下列条件，则 
说 G 对‘构成群，或说 （G, ■) 是个群，在不致引起混乱时（即从上 
下文可以淸楚 判断所 说的运算时)也可以简单地说， G 是个群： 

(1) 结合律； . 
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(2) 有恒等元，即有对任意，都有 

e'a = a r e = a ; 

(3) 每个元都有逆元素，即对任意 a € G ， 都有 AG G 使得 

a - b = b • u = e . 

例 1 ( I ,_ i _) 是个群. 

我们已经知道，（1，1 ) 满足结合律,0是恒等元.进一步，对任 
意整数 m , 整数 - W 使得 

m ^ ~ m ) = ( ~ m ) + m = 0 . 

例2 ( I , x )不是群.虽然，它满足结合律，有恒等元1,有些 
元素有逆元，如对1有元素丨使 ixi = lxl = l , 对 - 1 有元素 -1 
使 

(- l ) x (- l ) = (- i ) x (- l ) = l , 

但不 Li 有整数，；使2乂„ = 1. 

只要有一个元素没有逆元，即可说明这不构成群. 

例3设 N 为正整数作成的集合.它对于数的加法+不构成 
群，因为它没有恒等元-如果把 N 添上0作成非负整数的集合 JW , 
那么 （ M ,+ ) 也不是群，因为丨无逆元. 

例 4 集合彳0丨在数的加法之下，构成群. 

例5所有 JE 的有理数的集含 A , 在数的乘法之下作成群. 
首先要验证-，数的乘法确实是 A 上的一个运算.设 min , pi q 
€ A , 则整数 m , n 同号，整数 p , g 同号，所以 mp , 叫同号，即 

nip /( nq )^ A . 

其次，4对数的乘法当然满足结合律. 

再次，1是 A 在乘法之下的恒等元. 

最后，对任意由于是同号的非零.整数，知 
且 

{mjn ) X ( n [ m ) = \ . 

即 A 的毎个元素都有逆. . 

所以 ，（ A , x ) 构成群. 
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例 6 第一章 §6 之例 5,A 为非空集合， J(A) 为所有 A 到 A 
的双射的集合，。为映射的复合运算，则 （/(A), >) 是个群.因为，在 
前一章，我们已经证明了，两个双射的复合确为双射，映射的复合 
满足结合律，恒等映射使得对任意 /€Af(A) 都有 f ^ i A = i A ^f 
=/.还证明了，每个双射/都有逆映射 g 使之 
f°g = g°f = i A - 

但是，当 A 的元素的个数大于1时,/V到 A 的所有映射的集 
合 Af(A>, 在映射的复合之下不构成群. 

取 A, 规定4中每个元都对应 a, 所得之映射/不是满 
射.由第一章§4定理2知/不是可逆映射，也就是/没有逆元 

素 • 

读者先复习一下第一章 g 6的例9,然后看下面的两个例子. 

例 7对任意正整数», {1,, + >是个群. 

例8对任意素数 p, 令乂为 I,中去掉元素0•后所余元素 
的集合，即 


A^\V x 

按 I p 的乘法规定 A 的乘法 x ，则 （A，x) 为一个群. 

首先,要说明I,的乘法确实可在 A 上导出一个运算.也就是 
要说明，按 I p 的乘法, A 的任意元素 r' ，，对应的， x s •确实 
是 A 中元素.而 A 与 I, 差别只在元素 0* ,也就是说，要证明 
r*#0' ,，参0■时 r’ Xs '^ 0 ' . 

事实上，；■和不为 0 且小于它们与 P 互素，故 ^<r5),rj 
用户除不会余0,故 r * X 5 -#0* . 

其次，驀说明 A 对此乘法满足结合律. 

再次，可以看出 r 是 a 在该运算之下的恒 等元. 以上两款都 
是很自然的 事情. 

最后，要说明，当，关0•时，即 r* 6A 则必有〆使 
r * xt ' Xr ' =1 •.这个问 M, 我们已在 前一章 §6 引理的推 
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论中解决过了. 

例9对任意给定的实数对 U ，6), a 尹0,用 / D . & 代表 R 到 R 
的映射，对任意 / = ojc + 6.令 

A = {f€M(R)\/-f a . t , a,66R, a^Oj. 

对仟意由于 

iL . b a f c . d )(^) = f a . Af c A ^)') = LAcx + d ) 

=acx + ad + b , 

K 沉关 0, 故 

fn.b a ~fc，d - fa£ ,iki* i ^ - 

这说明，映射的复合是 A 上的一个运算.当然满足结合律. 

由于 /〗, 0 U ) = lv = lR (: c >, / K 0 即为 A 的恒等元. 

对任意/_. 6 6 由丁 <2#0,故《的倒数 a _1 尹 0. 从而 
L-'.-.-h £ A , 且 

=L- l .- a - i rfa.b = i» - 

也就是 / u 有逆. 

所以， （ A , O 是个群. 

下面，我们看,一个群具有怎样的简单性质.将来，一旦 验证了 
某个集合及其上的一个运算满足了群的定义中的三条要求,那么， 
它就一定有这些性质，就不需每次都来证明它有这种共性了.这正 
是公理化方法的优点. 

命题1设 （ G ,_> 是个群，那么 G 中任意元素 a 只有唯一的 
一个逆元素. 

证明设有: r ,： y 6 G 使得 

x*a = a*jr = e 9 y*cL— a^y—e t 

其中 e SG 之单位元.于是 

= x-e ( e 为单位元） 

= a ;-( a ->) ( a -y = e ) 

= U ' a)-y (结 合律〉 
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= e-y ( jc-a = e ) 

= y . ( e 为单位元） I 

既然群 G 的每个元素 u 都唯一确定一个逆元，我们就将 《 的 
逆记为 a ' 1 . 即 

wa~' = a' ' • a = e , 

其中 e 经常用来代表群的单位元.当涉及到的群比较多时，再用 
e <; 表示是 G 的单位元,有时还要洋细指出是对何种运算而言的单 
位元. 

进一步，当集中精力只讨论一种运算，常将运算符号省掉，简 
记 （G , *)为 G , 且记 a ' b ~ ab . 

命題2设 G 是个群.对任意 <2,66(? 有 

( a -' y '^ a , b 'a ' = ( ab )-'. 

证明由于^ _| 是《的逆，故有 

au '' — a ~' a — e . 

这也说明，对于元素,我们有元衮 <2使得它们满足 E *. 式.据定 
义<7是 〆 1 的个逆，逆元素是唯一确定的， a '_ 的逆元应记为 
U - 1 )-】. 故 

又由 | 

(b-UKab) 

= b -'{ a ' a)b (结 合律} 

= b - % ( eb ) ，结合律> 

= b-'b 为单位元） 

(6 _| 是6的逆元） 

以及 （ aftKfcda - 1 )。*, 即知 — 1 是姑的逆元素，从而 

UbY x =b~'a~'. I 

命 6 3 设 G 为鮮 • 对任意 a ,6, G, a6 = ac 殖涵 6 = c, 
ba=ca 里涵 6 = c ， 并分别称为左、右消去律 . 

证明若 = 用元素乘等式两端，有 
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a '' ( ah ) - a ' 1 (, ac ), 

(a 1 13 ) ^ ( a . { a ) c , (结合律） 

eb = ec , (a 和互为逆兀） 

h = c . 心是单位元） 

同理可证群满足右消去律. 

推论1如果 G 是个群， …， aGG , 则 
( - a k ! . 


I 


读者可用数学 ! U 纳证之. ■ 

定理 I 设■是集合 g 上的一个运算，只要它们满足 

⑴ 结合律， 

(2) 有左单位元 r ,即冇 P €• G ，对任意 a € CP 都有 ea = a ， 

(3) 存左逆元，对于匕每个元素都有使得 i« = e, 

则 （ G ，-) 是个群. 

证明这组条件与群的定义中要求的条件相比，可以看出，我 
们只要证明这个元素 e 对任何能够有 w = a ，同时 ba-e 
蕴涵妫就行厂 

对任意《 6 G ，有6 6 G 使得 h ^但对于得到的6，也应该 
有 c 使 = e ，这样 

ab = e { ab ) (e 是左单位元） 

= cb { ab ) (cb = e ) 

^ c { ba)b (结合律） 

=cb (ba = e , e 为左单位元) 

= e . (cb = e ). 

进而，还有 


ae = a ( ba ) (6a *=«) 

= { ab)a (结合律） 

-ea (ab = e , 刚刚证得） 


U 是左单位元） I 

这样，在验证集合 （7 和它上的一 个运算 •构成群时，町以用表 
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面上比较弱的条件来代替形式上要求较强的条件(实际上，我们已 
经证明了，它们是等价的）. 

定理2设.是集合 G 上的一个运算且满足结合律.那么， 
( G ，0 是个群，必要而只要，对任意都有唯一确定的 c,d 
eG 使得 = d'a = b . 

证明如果 （ G ,0 是个群，那么对任意《，6€6,取 c = a H • 
b , d = 6. a M , 则 

a.c = b 、 d-a = b . (2) 

由于群满足消去律，使 (2) 成立的 c 和都是唯一确定的. 

反过来，如果对任意的 a ,66 G ， 都有唯一确定的 c , d 使 (2) 
成立.那么，由于 G 不是 空集， 我们可任取一 据条件，对 g , 

g 应有 e 使得 = 可证明，这样得到的元素 e 实际上是个左 
单位元. 

对任意 a 6 G ， 据条件，相应于 a 又必 A 使得= a ， 

于是 

e'a = e ' ig ' h ) ( g-h = a ) 

^{ e - g)-h (结合律） 

= g.h U 对名有特殊作用， = 

= a . ( g ' h = a ) 

再来证明，对于 e ，每个都有左逆元.据条件，对《，6应 
有 d 使得 

据定理1， （ G ,_) 为群. | 

由于群的运算满足结合律，群的一个元素 a , 按任何加括号程 
序运算 ra 次，其结果总是一样的，可记为 aa "' a ( n 个 a >， 简记为 
a ". 再规定元素 a 的负整数次方为 

以及 a # = e . 

命腰 4 对任意正整数都有 a — • = 

证明给定了群的一个元素《和一个正整数 n , a — 1 都是 
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该群的确定的元素 . U M ： r 也是这个群的一个确定的元素，要证 
明它是元素 〆 的逆元素，可对《用数学归纳法. 

当 n > l 时， 
a"(a ')" 

= a B - s ( a a - l )( a -') n - 1 { a n 的定义，结合律〉 

= a n - 1 ( a -' y -' ( a _l 是 a 的逆） 

= e . (归纳法假定〉 

从定理2的证明中可以看出，在群中，一个元素是另一元素的左逆 
元就必然是该元素的逆元■故 (^ T 1 }" 为 a " 的逆元. I 

命题5设 a 是群 G 的一个元素.对任意整数都必有 
a n a " = a m '\ («")™ = a m . 

证明若 m =0, 那么 ， 《 n = e , 

aV = a "= a " +0 , ( a n ) m = e = a m . 

当 n =0 时,命題可同理证明之. 

当饥…都是正整数时， ak "' 乃是 n 个 a 与 W 个^相乘，其 
结果是 ot + n 个 a 相乘，即 

a V»= a ”_ + ". 

而 UT 乃是 m 个 a " 的乘 积， 〆 又是 n 个《相乘，其结杲恰为 
wm 个 a 的乘积，即 

(a n ) m =a m . 

当《是正整数，《 = -; 是负整数时 〆 从 
而 aV 乃是/个和 m 个^的乘积.其结果，当 m - l=m + n 
>0时，为 m + «个 a 的乘积，即 

. a n a m ^a m - , = a mtn i 

当 m = f 时^的个数与 a — 1 个数相同，即 
a"a m = e = a m * n -, 

当 m -/<0, 为/ - m 个之积 ， BP 

a' , a M = (a- , ) , a m = (a- i y-" , = a° , ~ l = a-'*-'. 

也就是说 , t « 为正整数， n 为负整数时，恒有 a ' fl ™= a ra ^. 
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对于 W 为负，《为正数的情形，证明步骤相同-只要记住，元 
素《的- n 方 ， 7 i >0, 即是 〆 的逆元又是 n 个的乘积即可. 

对于 m ' n 均为负整数情形， U " V 和乃是同样多个 tT 1 
的乘积. 

关于命题的第二个等式，也可分别 m , n 正负情形讨论.例 
如 ，当爪 为正 ， n = —/ 为负时， 

( a - y ^ ia^y = l ( a - > yy '^ a' ,m = a nn '. 

余者仿此可证. | 

群 （ G ，|) 的运算通常称为乘法.舀群的运算 •满 足交換律时， 
则称之为交换群或阿■贝尔 ( Abel ) 群.交换群的运箅可称为如法. 

交換群 G 的单位元称为零元素，记为 0. 运算符号用 + . 于 
是，对任意 a G G ， 有 a 4 0 = 0 + <z = £; . : 

同时，在交换群中，元蒺的逆元素改称为^的负元素，并记 
为 -a . 把 m 个 a 相加记为 ma . 

对丁正 整数 «,Tg 

{- n ) a ~ - ( na ) , O-a =0. 

则命题 5 对交換群 ( G , + ) 而言,就成为 

ria + ma~(m + »)a, n{ma)-{nm)a, 

对任意整数 m , n 和任意都成立. 

为了熟悉群的运算特点，让我们研究几个例题. 

例思1验证所有形如 

2"_3", 是整数， 

的有理数的集合 G , 在数的乘法之下构成群. 

证明首先，对 G 中任意两个有理数 
2 m 3" , 2 f 3 \ 

由于 nt ，《 ，/>, ? 都是整数，故 W + /*，n + 9 也是整数，从而 
2 »> 3 » x2 勹《 ，云 G ; 

也就是说，数的乘法确实是 G 」运算. 

这种运算满足结合律和交换律. 
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其次，取 W = »=0 得 G 中有理数 
2"3"-1, 

它与 G 之每个数 2 W 相乘仍得 23" ，即1是 G 之恒等元. 

最后，任取 2"' 3" € G , 7/1, n 是整数.于是 -w , - w 也是整 
数，故2 "'3 "6 G . 同时还有 2'" 3- X 2_ w 3_" =1,即 G 的每个兀_ 
素部在 G 中有逆元. 

所以，是个胙. . | 

虽然 数乘适 满足交换律的，由于人们对这种运算的记号太熟 
悉/，通常就不把它改称为“加” r . 

例题2 在群 G 屮，令 e 是它的恒等元.那么，对任意 , 2 ..,： y 6 
只要 .0 = ,, ，则必然 u ，- = «.. ' 

证明将 e 之两端同乘 x 的逆元 z -1 ， 得 

.r' t (.7 ； v) = ./" l c, {j ； ^ ~ x-' 1 , 

这说明 > 从两侧乘. 7 :都得 | 
此事实我们在命题4的证明中已经使用过 f . 

例题3在群 （； 屮，若，>&(;，则称元素 
的换位子，记为 

[. r ，: y ] = 

证明：对任意 ugg . 恒有 [ ur ^ ba ], 

证明这个等式就是要证明 [_ y ，. r ] 是元素 Uw ] 的逆元，即 

[•r.>]Ey.x] = l, [_y,>r][_r ， _y] =1. 

而甴例題2又知，只要明上述两等式中的一个就足够了. 

事实上， 

[z ，： y][_y ， 'r] ' 

= (^- | ^- , )(^ y -'. r - 1 ) < 定义） 

(结合律） 

= (逆元性质） 

=1 - (逆元性质） | 
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例理 4 已知: c，：y 是群 G 的元素，且 

x 2 y = y 2 x , . r 8 = 1 . 

证明：（町） 4 = 1 ， y = i - 

证明由： c 2 y = /； r 得到故 
^ = (^) a -( y ^- 1 )(^. r 3-- | ){ y 2 x y -') C ^^- | ) = l , 

x 8 — ( y 2 x)yxyxyxy 1 ~ 1 . 

用例题 2 , 得 

{xyxyxyxy ~')> 2 = 1, 

也就是（: rj / sl . 

又因为 y 2 = jc 2 yx~'M 

: y 8 = ( y ) 4 = ( 工 2 ja： _l ) 4 = x 2 3»^yr3tr _1 ， ■ 

y s = x ( xy ) i x ' 1 = xx ~' = 1 . 

习睡一 

1. 设 /, 塞是 (0, 十~)到(0, + ~)的映射(也就是实函数），对任意 xG 
(0, + ~)有 

f ( x )~ x , g ( x ) = llx . 

证明 :集合 t /, gl 在映射合成之下是个群. 

2. 在整数臬 I 上，规定运算•，对任意 a , 6 GI , 

a*6 = a + fe — 2. 

证明: ao 是个群. 

3. 设 G 是个群, aSG . 证明 saa = a ，必要而只要《2为0的单也元. 

4. 设 F 是定义在<-~，~)上的所有 实函数 的集合，规定，对任意 
/.«6 F . f # g : x -*/( x ) + g ( x ), : rGR , 证明 ：（ F ，#) 是个加法群. 

5. 设 ( G ,*> 是个群，完成下面的乘法表 

* I a b c 
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并说明此表填法是唯一确定的. 

6. 设 g 是个群.证明 ：(； 为交换群的充分必要条件是对任意 a wee, 

(ab) ' =a' x b' 1 . 

7. 在集合 R - 111 上定义乘法 

y — x + y - xy, x r y€:K f x^\, >7^1. 

证明； （ R - m ，#) 是个交换群. 

§2 子 群 


俩数集是整数集的子集，在整数的加法之下，偶数集本身构成 


群. 


几何空间中，向量在平行四边形法则规定的向量加法之下构 
成群.而该空间中，对任意取定的平面，这个平面上的所有向量在 
向量加法之下也构成一个群. 

那么，当已经知道整数加群、几何空间向量加群有某些性质， 
是否能轻而易举地知道偶数加法群、平面向量加法群也有相应性 
质呢？ 

因为，今后要反复地提到集合和它的子集合对相应运算构成 
的群，我们给出 

定义1设 ( G ，） 是个群，如果 G 的子集 H 对于 ■也构 成群， 
则说 ( Jf ,0 是 （ G ,0 的子群.或者，简单地说, H 是 G 的于群. 

例 1在整数加法群( I ，+ ) 中，偶数集在加法之下为( I , + ) 的 
子群； 卜 •，-《,0,«,"]也是(1, + )的子群；丨0|是子群；（1，+ )本 
身是自己的于群.非负整数集不是(1，+)的于群. 

例 2 (!», + >^,|0',2',4' U 0* ,3' !分别是子群. 

由定义立刻可以看出，若群 ( G ,*) 的子集 H 是子群，群 G 上 
的运算•必须是 H 上的 运算; 也就是说 G x G 到 G 的这个对应规 
则必须是 Hx H 到 H 的对应规则；换句话说，对任意 a , 6€ H ，必 
须有 
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a ' 6 €: H . 

H 对 •满足 结合律是自动成立的.因为对任意 《, 6, fGG , 在 
C 里已知 

(a *6) " c=a '( b ' c ), 

那么 H ^ G , H 中元素运算当然满足结合律了. 

命题1如果 H 是 G 的子群，那么 H 的恒等元/等于 G 的 
恒等元 W 也就是说《€?好. 

证明由/是 H 的恒等元知 //' = /. 作为 G 中的元素，/在 
C 中有逆元素/、于是 
ff=U 

fff "' =.// 1 , (两端右乘厂 l ) 

f = c . (.厂 1 是/在 G 中的逆） | 

下面定理能帮助我们用更简便的方法来验证群 G 的子集 H 
是否是 G 的子群. 

这些证明的关键是要牢牢掌握住， H 的运算就是 G 中原来的 
运算，不是另搞一套•例如，不能说，非零实数的集合在数的乘法之 
下构成的群是实数加法群的子舴. 

定理1设 （ G ,.> 是个群， H 是 G 的子集•那么， H 是 C ； 时子 
群，当而且仅当 

(1) H 非空， 

(2) 如果 aH ;则 a ' b €: H , 

(3) 如果则《在0中的逆 

证明设 H 是 G 的子群.那么，作为一个群， H 上有运箅 .， 
它是非空的 . H 满足 (1). 

要使•成为 H 上的运算，上面已经分析过了，它必然满足条件 
(2), 即对任意 a ，6€ H ， 有 

_现在来猞话条件 (3>. H 在♦之下作成群，据命题1, G 的恒等 
元 e 就是 ff 的恒等元 •■ aeH , 作为群 ff 的元素，在 H 中应有逆元 
6,也就是有■使 6 .a = a .6 = e . 挺是，作为群的元素在 G 


U 是 G 的恒等元） 

( e 又是 H 的恒等元） 

(结合律） 

U ++ 1 是《的逆元素） 

由:证明了 a -' eW . 

反过来，设 H 是 f ; 的子集，且满足条件 （1),(2) 和 （3). 

这 0、 f ，（ l ) 和 （2) 保 iitr •是集合 K 上的一个 运算， H 中任意 
两个元素 . r ，_ v 在的运算•之下确定对应 H 中一 个确定元素. 

H 是 ( S 的7•集，在同一运算之下， G 的元素满足结合律，当 
然， H 的元素亦满足结&障. 

先断 O H 必含 G 之恒等元非空，必有由条件 
(3>知，《在 G 中的逆元素 〆 1 亦在 H 中.再据条件 （1), 得到 
cz . cT '= e € H . e 在 H 屮，对任意 都有 t .-x = . r _ e = 了，从 

而 p 必为 H 的恒等元. 

最后，可证明对 任意』 :67/, 在 H 中有逆元: y 使得 

■ r ' y~y - e - (3) 

这是因为 H 的恒等元< •就逛 （ i 的恒等元，而由条件 （3) 知 .7 •在 G 
中的逆 _x ■ 6 H . 把这个元素.^ 1 放到 J 的位置上，即知式 （3) 成 
立. 

这说明 H 在•之下构成群. | 

定理 2设 G 是个群， H 是 G 的子集.那么， H 是 G 的子 群， 
当而 il 仅当 

(1) ' H 非空， 

(2) ' 对任意 rt ,6 eH , 都有 M ^ eH . 

证明就是要证这里的 （ir , (2〉•与定理1中的 （1),(2) 和 

(3) 等价.其中 （[ r 和 （1) 是一样的. 

若 H 满足 （2) 和 (3) .对任意《,66?/,由 （3) 推出 fT ' eH , 再 


中应有逆元，、于是 
£i " 1 = e'a 1 

-( b - a)-o 1 
- h'(a"a ') 
~ h'e 
-■ h. 
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据 (2)， a ，6- l 6 H , 应有 《• 〆 也就是 K 满足 (2 V . 

若 H 满足条件 （2) '任取 Ff 中一个元素由得 
tza++ l = e € H - 再由 得 

ea~' = a ' ^ H. 

说明条件 (3) 成立. 

进而，对任意 a , A 6 H , 已证得有由套 
用条件(2广，得 

a.(b 'y'=aben. 

也就是 H 满足 (2). I 

例题1 G 是所有《阶非奇异实矩阵在矩阵乘法之下作成的 
群.证明 ：所有 行列式值等于1的 n x „ 实矩阵 的集合 H •是 G 的 

一个子群. 

证明单位矩阵之行列式为1,故 H 非空. 

设则 | A | = | J 3 卜1,从而 
| AB |-| A || B |=1, 

即 AB 6 H . 

对任意 AGH , | A |=1, 则 A 的逆矩阵 A — 的行列式值亦为 


这就 验证了 W 是 G 的子群. ■ 

命题2设 G 是个群.对于 G 的任意一个子群族 
为 G 的子群, 

其交集 H=QHj 仍为 G 的子群. 

证明 G 的恒等元 e 在每个子群中,从而亦在它们的交集 
之中，即非空， 

对任意 a ，6€ H , 由于 H 是交集，故对任意）6八都有（1,6 
eHj.MHi 是 G 的子群，由定理1知 a 6 6 H ; 对任意都成 
立，据此，得到 
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对任意则 J ' ej . 而为 G 的子群，再次用定 
理1,推出，对毎个/€/都有据此，得 a 

这就证明了 H 是 G 的 子群. ■ 

对于于群的并集，不能照搬交集的结果.例子读者可自己给 
出. 

例题 2设 H 和 K •都是群的子群.如果并集 HUK •也是 
G 的子群，那么必有 HC ： K 或者 KGff . 

证明用反证法 .设 HUK 是 G 的子群，且有 66/ C , i 任 
H , 有 

h^'H, h^K. 

由于是 ZiGH ■，故是』 6 KUH •但 KUH 是 G 的子群， 
从而 / fe 和/!的乘积(定理 1). 

M 在 K 和 H 的并集中，则只少在它们里的一个之中.若 
.由 k ^ K , 奋 _| €]<■即得 

k '(kh)^(k' l k)k = h^K, 

矛盾.若妯 € H , 同理可知亦为矛盾. | 

例題 3 设 G 是个群.集合 

C = | a 6( i | oa ; = xa ， 对所有 G i 
是 G 的••个子群，此群称为群 G 的 中心. 

证明首先, G 的恒等元之任意元 z 可交换， 

— x,iS eG C , C 非空. 

其次,对任意 a ,6€ C , 任取 . r eG , 有 
iab) x ^a(bx) (结 合律） 

= aUb) (6€ C ，6 ，z 可交换） 

= x(ab). ( a 6 C ) 

即知 aieC . 

最后，若那么，对任意 x 6 G 有 


将等式左乘 〆 、再右乘，得 
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(a ' .r)(aa ~')= (a ''a)(jra~'), a ' . 1 ： = x-a " 1 , 

所以，据定理 1, C 为 O ' 的子群. I 

现在，设 S 是群 G 的一个非空子集，我们来看 G 的子群族 
几为 G 的子群 1. 

由于 sd oe ^, 泛非空.故 爭中 所有子群的交集仍为 G 之子 
群. 

定义2设 G 是个群， S 为其一非空子集合.叉为 G 的所有 
包 AS 的子群的族，则称子群 

n H 

为 S 在中生成的子群，记为 〈 S >. 

我们先来考查群 G 中一个元素《构成的子集 U 丨的情 
形.看 a 的所有整数次方所构成的 G 的子集 U ; l / GI !， 当然，可 
能有 但 = 

命題3设 G 是个群是 (,' 的元素.则 
((<! | } = {a I i 11[. 

证明任取 G 的子群 H , 由于 H 是个群，尺， 

则 a 进而，对任意正整数同时 ， e = 

a n en . 总之，对任意整数都有7 6 H . 

由于 H 是任取的，所以/在所有这种子群 H 的交集里，也就 
是 

a 1 €- ( la i ) , r Gl. 

即 UUeilG ( M ). 

另一方而，可以看出， G 的子集 

H 0 = U _| 泛 1} 

是个子群.因为《 ; ，&€片0,则 
a(a ! ) 

据定理2, H „ 是 G 的子群.而且 UIGH ,,. 
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但是 ，据 定义， 丨〉 是 G 的所有包 含子集 〈 ut > 的子群的 
交.上而说明 H 。 即这些子群里的一个，从而 

最后得 I 
当 S 是有限集， s = | ffl ，…， g , i 时，有时 i 己 ( S 〉 为 ( g , ，-, g ,)- 
例如，在正实数乘法群 



这是个无限集合. 

在( I , —) 中，子群 

( 2 >= i …'-4,-2,0,2,4,"-|, 

tk 有无穷个元素. 

而在(1«, + )中，子群 

OiO * ,2. ,4, i 

只有3个元.因为^的各个整数倍(相应于乘法的乘方，这里称为 
倍)有些是重复的. 

现在看两■元素 ff ，/ i 的集合生成的子群<紅，0.由于 
&,/0是个群，¥€〈尽，0,则 

g ! € ( g,/i >, i €- I , 

由•，/1〉推出 

/('€ ( g , h ), i €: l . 

进而，这两类元素的乘积 

h ! g - €:(g,h), f ,j€l. 

再进一歩，上述 4 类元素的乘积也要在 〈 g ， A > 中. 

—般地， G 中所有形如 

g'h’g’h'H i.j,C,s,---,p,q€l ( * ) 

的元素都应属子 〈 g , A 〉. 

要注意，表达式（ *) 中■有的 g 出现3次，有的可能出现5 
次，有的出现几千次，它代表 r 所有出现有限个 g 的情形，每个 
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表达式的长度不尽相同.但取定一个表达式，那么， g 和 A 在其中 
出现的次数是个固定的正整数，或3,或5或几千，等等. 

这个表达似乎& A 的地位不对称在前而 A 在后.而实际 
上，因为可以取 .=0, 

g " ~ e , 

那么，就有 

可以验证，所有 （* ：) 元素构成 G 的一个 子群. 而这个验证工作包 
含在下而的更有普遄意义的定理3中. 

设 S 是群 G 的一个非空子集， G 中所有形如 

q ， … ， r„ei 

的元素构成 G 的一个子集 ff . 

让我们先解释一下. 

m 是个正整数-取定一个 m 之后，在 s 里取任意 m 个元素 
A ，…, g „， 这里允许重复，即允许有 gi = gj . 
然后，任意取 m 个整数 f | ，…，心，得一个元素 

s ' si - s ：- 

定理3符号如上所述，则 { S 卜 H . 

证明 先来证明 H 是 G 的子群. 

S 非空，设芨 € G , g € S . 联 m = l , S , 句 =1, 则元素 

故 ff 非空. 

从这里也看出， SGH . 

任取 H 中的两个元素，即任取正整数 m ， n , 再任取 &，•••， 
g m €: S , h , ，…， ft „6 s ， 又取整数 t 、， …， t „ 和 / i ，…乂，得 

g = g'l gl … A € H , h = k \ ! / i ’ 2 2 …心 6 H . 

它们的乘积 

gh = g \ 
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仍然具有 H 所要求的形式，也就是如 6 H. 

对任意 

元素 

R 1 ~ sj - s, u 

也具有 h 所要求的形式，故 g -' en . 

据定理I， h 是 g 的了个子群. 

刚刚证过， SGH. 于是，据 <S〉 的定义，它是 G 中所有包含 S 
的子群的交集，而 H 为这些群中的一个，故有 

反过来，设 K 是 G 的一个包含集合 S 的子群.对 H 中的任意 
元 

g = gl'"g^, ^ 


由 gi €SSK, K •是子群，知道 &6iC. 再进一步，它们的乘积 
g = gi'--g^ &K. 

所以， HSK，HC<s). 

最后证得 H = <S>. | 

例理 4 设 G 是个群， H 是由元素 a , 6生成的子群，且以二 
b z a , = .证 明： H 是 G 的由恒等元 e 生成的子群（平凡子 
群). 

证明由于 

ab = b 2 a - b ( ba ) = ha 1 b , 

从右端消去6得。= ia 2 ; 再从右端消去 a 得 e = 于是知道 
ab 二 ha = e •进 一步，由于 

b = b(ba) = b 2 a = ab = e f 
a = a 2 b — a (ab) — ba = e , 

即知 a = 6 = e， (a 9 b) = H=(e). | 

例题 S 设 ff 是所有 3 阶实的非奇异矩阵在矩阵乘法之下 
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构成的群(看 M 题丨）•而 K 是所有形如 
[1 a b ) 

|0 1 c j , a .6 

1.0 0 I ! 


矩阵的集合.这种矩阵均为非奇异的，从而 K •是 H 的子集.进一 
步， 证明： K 是 H 的子群. 

证明 H : 取整数 , lh /, 有 


1 a b) 

1 d e 

: f 1 d + a e -H a f f b 

0 1c; 

0 1 f 

i - ；0 1 f 十 c 

10 0 lj 

0 0 1 

\ to 0 1 


€ K _. 


而对仃意 

[1 « b 

X = ! 0 1 C 

!o U 1 


观察刚刚计算过的等式，取 


d — ~ a , f— ~ c y e — uc — b , 

即有 


1 a b 

1 -U 

2C — b 


1 0 0 

0 I c 

y i 

- c 


0 1 0 

.0 0 1, 

a o 

1 


0 0 1 


也就是说矩阵 x 的逆 

( 1 — a ac — b 

|0 1 -c £K ， 

[o 0 1 . 

所以， K 是 H 的子群. ■ 

例题 6 在上而例题 5 给出的群 K 中分别计算，由矩阵 


(* 

1 O ' 


1 0 1 } 

(1 0 O ' 

x = io 

1 0 

, Y: 

0 10 

， Z=|o 1 】 

lo 

0 lj 


L 0 0 lj 

to o i . 
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生成的子群 a >，< y >,〈 x ， Y ， Z >,〈 X ， Z 〉. 

解前面已经分析过元素 x 在 k 中生成的子群乃是由 x 的 
各种方次； T 组成，.现在，我们来具体的计算出 X ".实际上， 
对任意 有 

fl J 01" fl « O ' 

lo I o! = 0 1 0 - 

[o 0 l ! Oil . 


可以对 《 用数学归纳法 .” = 1 时断言 i £ 确.如果断言对 n 的 
情形正确，那么 


f = JT . X = 丨0 


lo 0 

1 

J(o 

0 


1 lo 

0 

ij 

当《为负正数时，设 ” 

= 

—m 

，则 

于是 





1 

M 

O' 


1 

n 

0) 

x" =x m = (x'- | r 

= 

0 

1 

0 

= 

0 

1 

0 ， 


1 

0 

0 

1) 

1 

0 

0 

ll 

所以， 

f 

[1 

n 

O' 

) 

] 




<x)=j 

0 

1 

0 

卜 ei 卜 . 




[1 

[o 

0 

1J 

1 

J 




同理可以算出 

I 

<1 

0 

n 

1 

) 




⑺ H 

0 

1 

0 

| 




i 

'0 

0 

1, 

1 

J 





注意 


要搞清 X ， Z 两个元素在 K 中生成的子群的结构，先 


xz= 

fl 10 

0 10 

1 0 0 、 

0 1 1 

!_ 

.1 l O' 

0 1 1 

= zx, 


.0 0 1 , 

0 0 1. 


.0 0 lj 
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所以 < X ， Z > 中一般元素必形如 fZ ", 其中 m 和 n 是任意整数， 
面； T 与 Z - 我们已计算过了，故 


f 

1 n 

0] 

ix,z)=\ 

0 1 

m 

[| 

.0 0 

1 J 



最后，我们看子群 〈 x ，. y , z >. 本来应该研究各种 
可能的乘枳 


X n Y m ty ^ Y i Z , 


x m Y ' ty ^ y i zxY , 


等等. 

但是，熟悉线性代数中初等变换方法的人容易看出（不能马上 
看出也不影响本课程的学习〉 


1 a b 、 


*1 a 0* 

10 0 、 

1 0 b - ac 

0 1 ri 

= : 

0 1 0 

0 1 b 

0 1 0 

0 0 lj 

i 

0 0 L 

0 0 1 

o n l 


也就是说，在 K 中，对任意 a ,6, c ：€ l ， 有 
\ a b 

0 1 c , 

.0 0 1 , 

所以 〈X，Y，Z> = K. I 

对任意群 G 而言， C 本身是 G 的一个 子群； 单独一个恒等元 
e 也构成一个子群;这2个子群称为 G 的平凡子群. 


习题二 


1. 用 i 代表纯虚».证 明：丨 1, 是所有非零有理数乘法群的 

-个子 #. 

2. 设 a 是屏 G 的一个固定元素. 证明： H = &6 GI 辟=呢|是 f ; 的 
一个子 ff . 

3. 所有形如 
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lab 

0 1 C 
0 0 1 


是偶数） 



的矩陴的集合 K 是例题5中群 K 的一个 子辟. 

4. 如果 G 是个交换群， w 是个正整数，那么 是 G 
的一个子群. 

5. 所有的非零有理数的集合在数的乘法之下构成的群记为 Q ’. 证 
明： 所有的正的有理数的集合 P 是0’ 的一个子_. 

6. 在有理数集 Q 与集的笛卡尔积 

G = ( Q - |0 })XQ 

上规定.对任意 U ，6) fG , ( c -, ri ) GG , 

{a .b)Mc ,J) = (as: ,bc d). 

证明 ：（(5， A ) 是个群.再 证明： G 中所有形如 
(1,/乃， 6 GQ 

的元素的集合 H 是6的~个子群. 

7. 在所 有复的可逆2阶矩阵构成的乘 法群中，矩阵 

-( ： :) ， H: X K), 
- H ； 1 ：)■-(： oVO - 

构成一个子群(此群称为 克莱因 ( Klein ) 四元数群）. 

§3对称群与置换群 


群的初等理论中相当多的问题来自于几何学，特别是来自对 
称性的讨论. 

时至今日，群论最活跃的几个领域中，如平面或空间运动、晶 
体结构、生物遗传等，群的威力仍主要体现在处理各式各样的对称 
问题上. 

在第一章§5,我们 实际上 证明了，集合 

, S= 1 1 ,2,…， n | 

上所有置换在映射合成之下构成群.今后称这个群为„次对称 
群，记为 S „ •同时，实际上，我们也证明了， S 上的所有偶置换，在映 
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射的合成之下也构成群，这是 s „ 的一个最重要的子群，通常记为 
A 。， 称为《次交代群. 

定义 1 «阶对称群乂的任意一个子群都称为是个置换群. 

例 1 在对称群 S3 中，令 


尸,= 



3 ^) 


P 2 = 





那么， S3 的乘法表是 





B 

Pi 

Pz 

尸 3 

Pa 

p , 

p 6 

Pi 

p , 

p 2 


Pa 

Ps 


Pi 

p 2 


F , 


P4 

p, 

Pz 

P3 

尸 5 

Pt 

p b 

Pz 

p > 

P4 

p ‘ 

p . 

Ps 

P , 

p i 

p . 

p 5 

Ps 


p t 

p 2 

p t 

p , 

p 6 

p . 

F4 

p 2 

p , 

Pi 

Ps 


乘的顺序是先从左侧竖列中取一置换 P ,， 再在上行中取一置换 
Pj, 交叉路 n 得的是 PrP,. 

命 题 1 当时， s „ 不是可交換的. 


证明设 



其中3以后的数字在 P 和 Q 之下都从 自己变 到自己.于是 



即 Q » P # P » Q , S „ 不是交换群. ■ 

对于&，我们从其乘法表上即可看出它不是交换群，因为 
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P 2 °Ps = P i , P s ^ P 1 = P i . 

但是对于数目较大的 n ，给出其乘法表亦不是一件简单的工作.但 
对于一般 S ， 的性质的讨论有时可以从 S 3 的乘法表中受到启发. 

对于 S 3,从乘法表上就可以找出其全部子群，也就是丨1,2,3| 
上的所有置换群. 

首先是 I P , 丨和 S S 己.其次是 | 尸，，丨， | P , , _ P 3 丨， | , 

P 4 ! ，因为 

P 2 2 = P t , P } 2 = p , , P 4 2 = P |, 

也就是巧 1 二 f 2 , p ;' = f 3 , = 从而 

( P 2 >= iP ,, p,L < p 3 ) = fp 1 , p .,!, { P ^^ IP ^ PJ . 
再次是|巧，巧，匕|，因为 

P ^ P ft = P 6 » P 5 = P ,, p s 2 = p 6 , p 6 2 = p 5 . 

后面，我们会有相当方便的办法来判断的于群只有这些. 

为了更深人了解”阶置换的特性，常常把它们表示成所谓 
“循环”的乘积. 

定义2如果 n 阶置换 P ， 把1到„中若干个数码，…， 
n 按下方式对应 

— h > P ( i 2 ) = i 3 P ( i k ) - i t , 

而对其余数码1，有尸 (:！ ：）= x ，则说 p 是—个是循环，记 
P = ( r , i 2*" i t ). 

当然，一个循环 P 的记法不只一种方式，例如， 

( t'i ■■- n ) = ( i 2 ••- i t i x ) 

因为它们代表相同的映射. 

例 2在 Sc 中 


(124)= (; 
(634 2) =「 


2 3 4 5 6\ 
4 3 1 5 6/ 
2 3 4 5 6 
6 4 2 5 3 
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由于恒等置换可用不同的数宇记出，即 
(! 2 "- :卜⑴=(2) 

以下所提到的循环均将其排除在外，也就是说，各循环均指务循 
环，;者. 

定义3循环 U 匕… “)与 （ j 、 乃…丄）称之为不交的，如果 
t = l,-",k, s = l,■■■,!■ 

命题2 若 i 2 -々） 与 （_/, 夂…灸） 不交，则它们可交 
换- 

证明由于和…都是从1到 《■ 之间的数码， 
a 两两不同.这两个映射无论按何种次序复合，其结果都是 

卜 "… “ 1 ... 1 . I 

in … ti )2 ji ■■- •••j 

定理 !■_ 在8„中，任何一个不等于恒等映射的置换必可表成 
若干个互不相交的循环的乘积. 

证明任取 pcs , ,尸垆、.那么，必有 ies ” 使 
考虑序列 

£，卩(,.），户(0广' 

由于 s n 只有《个不同的数码，上面的序列必然使有些数码重复出 
现.设 p*(o 是第一个与其前某个数码相同者.也就是说，有/<々 
且 


^(0 = ^( 0 , ( 1 ) 

而且 a 是出现这种重复的最小的数. 

现在可以断言，（= 0•若不然，/>0,由于 p 是可逆映射.将 
(1) 式两端乘 （p— 得 


广⑴， 

与 k 选择的最小性矛盾.由于 p n (o,p(o, ...，户 _| (0 两两不 
冋，故知 k ^ n . 
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这就是说 

两两不同，且尸（戸- 1 (,—:)) = 户（/_) =，•.由于 P 可以用柱何方式写 
出，我们把 (2) 排在前面，得 

p= [ ' P(i) … ■■■) 

Ip ⑺ p : (/) ••• i ...J_ 

如果 6 = 7! ，则 P 即为一个 n 循环，定理证毕.如果 A <71,即 
有数码 > 没有出现在 ( 2 ) 中. 

这些在 （2) 中没曾出规的玫码如果都有 

那么， P mjk 循环， P=G PU ) … ^ 

如果有 j 没出现在 (2) 中，而且 P (_ Ot ^_， 由于 P 有逆， PCj ) 
也不会出现在 (2) 屮，进而序列 

… ⑶ 

中任何数码均不在 (2) 中. 

于是，将 (3) 作上面对 (2) 刚刚作过的分析，可得一个整数 ？ ， 
使 


'(J) 

两两不同，且它们与 (2) 中数码完全不同，同时还有 

P(P ， ^j))=P ， (})=j- 

这样，又可将 P 写成 

P J ^ PU ) … p * 丨⑴ J P ( j ) ■- -1 

lp(0 P 2 U) - z p(>) P 2 0) ••• P(j) ...J- 

由于 s __ 只有"个数码，经过有限步骤，最后 p 按这种分段方式写 
出来,也就得 

… Pin ,) ■■- F -'( m )), 

这些循环两两不交. 丨 

例3把下面的9阶置換写成轮换乘积 
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先从 1 开始看，有 


再看2,又有 

2 一 3--2. 

接着看4,乃是 

4—8— 6 一 "4. 

最后剩下一个5,所以 

A = (5)(486)(2 3)(1 79). 

如果你从6开始，得 (6 4 8); 再得 (5); 接着看7得 （7 9 1); 最 
后看3得 (3 2) .那么 A 又可写成 

^ = (3 2)(7 9 1)(5)(6 4 8). 

上述两乘积表达式中之1循环可以不写. 

下面我们讨论所谓分解的唯一性问题，准确地说，有 
定理2设 P 是个 n 置换， 

…弘， (4) 

其中是两两不相交的循环 ， Q , ，…，亦为两两不相 
交的循环.那么，必有 A = /，且可将诸 U 的顺序适当阑整，使得 

我们已经声明过，此处循环不包括 I 循环在内. 

-证明设 

P , = ( a , a 2 ■•- a m ). 

由于 P ( a 1 ) = a 2 # a 1 , a 1 必然出现在某-个 Q ,. 中.将 Q ,. 顺序调 
整，兑排到最前.由于它们是两两不交的循环，其乘积交换顺序后 
仍为 P . 也就是说，现在不妨就假定 Q , 中出现 ai . 

由于循环中出现的数宇可以以其中任意一个数码为首，故可 
设 
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Qi = (a, b t ■■- b,). 

但 P , 吿诉我们/^卜^…/心〜^^所以在*^中相应 
有 

P(a,) = l> 2 , ■, P(b,) = a lt 

也就是 《 2 = A 2 , …，勿 =«,,, (当然也说明了 ；《 = /), 即 
将 (4) 式两端同乘 Pr 1 ,得 


尸2… P , =" Qi-Qk 


经调整顺序，同上一样可有 P 2 = Q 2 ，再消去它们. 

如此继续下去，经过有限步，即知/ =々.且 

P l = Q ^^ P ^ Q ,- \ 

命题3任意一个々循环都可以表成若干个2循环的乘积. 
证明用数学归纳法证明 

Ui “ …4 )- (；* i| )-"(ii ^)(ii is)- 

当是 =2 时，命题正确. 

如果已经知道 


(^1 «2 U-i ) = ( z'i ik-i “）， 

那么，作为映射， 

(*| u)(^i h ••' 4 -i) = (z'i 4 )(»i i*-i h)- 

把， _ i 变成{ 3 ,把变成“……把 V , 经 :由“ 变成 ;i , 变成“， 
且把纟 ，变成也就是 

Ui 4 )(i| >2 "■ t*-i)= (i'i i 7 ) 

=(i’i “ … U). I 

例 4 在 Sj 中,有 


.3 


:卜 (1 3)(24 5), 


(1 4 5)(2 3 5) = (1 452 3)， 
(1 5)(1 4)(1 3)(1 2) = (1 234 5), 
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(1 2 3 4)"' = (4 3 2 1)=(1 4 3 2). 

命题 4 在中4循环 P 生成的子群是 

事实上，户= <，而当 i < k 时， F ? H n ， 故元素 

、 — ， (5) 

_两不同，而对其屮任意一个元素之任意方幂， 

( P f y , 0 < i < k-l 

用除 y 可得 

ij = t]k + r , ( X r <. k , 

即 知严是 (5) 中的一个. | 

再来讨论一个置换群的子群. 

命埋 S 设 S = |1,2,…，72丨， G 是 S 上的一个置换群.对于 
S 的任意一个子集丁，令 

(^ =卬6(7|尸（0 = ^,对每个 t er \. 

则 g t 是 r r 的 -- 个子群. 

证明单位置换 G 使得 S 的所有元素不变，当然有 i s GG T . 
即心非空. 

如果 P , QGG T ，那么，对任意 /6 T 都有 
P ( r )= I , Q ( t )= t , 

从而 ( PQ )( f ) = P ( Q(m = /JPPQeGr 
如果那么，对任意都有 
P ( t )= t , 

两端都用 P - 1 作用之，得 


从而 G T 为 G 的子群. | 

命埋 <5设5=11,2 ，…， 《丨， G 是 S 上的一个置換群， T 是 
S 的一个子集.令 
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G t = iP€G\F(T)^T\, 

则是 CP 的一个子群. 

证明恒等置换 GeG T ， 故 G T 非空. 

如果 P . QGG ' 即 

P(T)^T, Q(T)QT, 

从而 

( FQ )( T )^ P ( Q ( T )}^ P ( T )^ T . 

也就是 PQ € G r . 

最后，若 PGG ' 即 P ( T )£ r , 那么，由于 P 是置换，是单 
射， T 中不同的元素在 P (7') 中对应不同的元索.假设丁有 m 个 
元素，那么， P (丁〉 元素个数不少于 m 个，但 P ( r ) 又在 T 中，这 
就意味着 P (： T )=7'. 于 M 

p l ( prr )) = p l ( r ) = T . 

这说明 p -' ec 7 . 

总之， G 7 为 f ； 的子群. | 

命题5和命超6中所给出的置换群 G 的两类重要 f 群.显 
然,对同一个子集7\有 

G T ^G T , 

是 G 1 " 的子群，中的置换使得 t 之每个元素都不动，而 G 「 
中的置换使 r 中元素只在 T 中变.通常，因 G t 保持了中元素不 
动，而称 7' 是对的对称轴 〆 i 是研究对称性的一个 重要概 
念. 

现在，用一简单例题说明置换与对称性的联系.与所有的例題 
— 样，只是要求读者通过它加深对本节正文的理解而不要求大家 
记住例题中的名词和结论. 

例題1设有等边三角形，其顶点记为1,2,3.我们研究在3 
维几何空间能使该三角形与自己重合的所有刚性变换.所谓刚性 
变换即 (?: 持空间任意两点距离不变的映射. 
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因此，一个三角形在一个刚 
性变换之下的变化可由其3个顶 
点的变化完全决定. 

用氏中的6个置换就全部地 
描写 r 使这个二角形与自己重合 
的变换. 

先看这个的刚体变换，它们仅 
仅是使得该三角形发生了旋转.对 
照例 i ， 有图 2-2. 

因为 p ,, p 5 m p 6 都是旋转 




顺时针转(广 

p , 


順■时针转 120* 
Ps 


顺时针转 240* 


图 2-2 

变换，复合后仍为旋转变换，所以 
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! p ,, p 5 , p 6 ( 

是 S3 的一个子群.其乘法表是很容易算的， 


° 

Pi 


Pe 

P , , 

P . 

Ps 

P 6 

P , 

Ps 

p 6 

Pi 

P , 

r 6 

p , 

Ps 


再来看三角形按轴 / U ， Bi 3 和 CC 的3个翻转变换,三角形 
翻转7 180•，仍然与原三角形重合. 



图 2-3 
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顶点的变化恰如例 1 中给出的 S3 中的置换 PpP 5 和 P , i . 
关于 AA 翻转 2次，得 P 4 。 P 4 =厂，又恢复原状态. 
iP I , P 4 U J P I . P 5 MP 1 ，/ V 分别为 $ 的子群. 

进一步，可以看出，两个关于不同轴的翻转合成后是旋转. 
如果 &的一个子群 G 含有映射込和 P 3 ，那么， G 就含有 
它们的合成 P 5 和 /V 而 P 2 P 5 和 P 2 P 6 不等且都不等于匕，它们 
之中必然有一个是 P 4 ，所以 G 必然含有 P 4 , 也就是说 G 必然等 
于 Sj . 

对于含 _ P 2 ，/ > 4 或含 P 3 , P 4 的子群，相应地，也可知道它们必 
为 | 
为了熟悉置換群中的运算性质，再看 
例题2在对称群&中，求元素 

A = (l 2 3 4)(5 6 7 8), 

B =(\ 5 3 7)(2 8 6 4) 

生成的子群. 

解首先生成的子群必含的方幂，计算之， 

A 2 = C 1 3)(24)(5 7)(6 8), 

A 3 =(1 432)(5876), 

而 A 4 是两个独立的 4 循环的4 次方， 由命题4知每个4循环的4 
次方都 等于恒 等置换，即 A 4 = ( 1 ). 

同样可算出 

B 2 -(1 3)(5 7)(2 4)(6 8), 

B 3 =(1 735)(2648), 

进一步 “ A , 还 应包含 

AB =(1 638)(2 547), 

BA = (1 8 3 6)(2 7 4 5). 

注意到 = 我们已经箕出子群中的 8 个不同的 
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元素，即 一个“ 字母”的為，5,两个字母的/^ =朋，/\6,6 < 4，且 
二宇母只有以上4种情形.对于三字母，已算出 AAA 和 BBB . 同 
时，因为 A 2 i 3 = B \ BA ! = B \ B 2 A = A 3 , AB 2 = A 3 , 知道另外 
4个三宇母元也已经出现过了. 

现在计算 


ABA =(1 5 3 7)(2 8 4 6) = B , 

U 2 3 4)(5 6 7 8) = A . 

对于四字母情形，由于 A 2 = B 2 , 从而 

ABBA = AAAA , BAAH=RRRR 
进而，任意 4 个字母情形，必然是 3 个相同字母相连，或者两同字 
母夹另一宇母，如 


ABAX , YBAB . 
这两种情形都可化简，如 


ABAX = HX , YBAB = YA , 

AAAB = B 2 AB = D ( BAB ) = BA , 

总之，四字母者必可化短. 

更长的多字母情形一定可逐步化短为三字母以下 情形. 所以. 
前面给出的8个不间置换就是子群(4,5>的全部元素. | 

习题三 

1. 在民中求出 <U 23 4)>,((12)，(34)> 的元素. 

2. 给出4阶交代群的元素 （ UP 所有4阶偶置 换）. 

3. 在& 中求子群 

H = ! PGS . lP ( l ) = J , P (2) = 2 f , 
KHPe&lP(ll ， 2l>E|l,2||. 

4. 在氏中，把下列置换表成不相交 的轮涣之积： 



(2 4)(1 3 2)(2 5 4). 
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(15)(14)(13)(12), 

<1 2 3 4 5)' 

5". 看 W 到 R 的映射 （即一 个四元函数） 

f { x { ，义 2 ， a 、， a . 4 ) = x t x 2 +Xi + Xi 
再把& 中的置換 a 写成 

( 1 2 3 4 ) 

U ( l ) a (2) „(3) 5(4)/' 

证明： & 中所有使得/不变的 (7,6 |J 

八工0(1} • ^«{2) ，义 V (3) ， ) — f ( -t 1 , Xj ， *2*3 ，上’4 > 

构成&的一个子群，并把它的所有元素写出来. 


§4循环群 


在讨论群 G 的子集 S 生成的子群时，我们已经看出，当 s 只 
含一个元素 fl 时,它生成的子群 < UI > = < a > 表达起来相当简单， 
其元素间运算也十分明了. 

进一步学习群论还会发现，有一些地位相当重要的群，实际 
上，可由这种由单个元素生成的子群‘‘拼凑’’而成. 

定义1群 G 称为循环群，如果有发 € G , 使得 G = ( g >. 也 
有人称循环群为巡回群. 

例1在艮中，考 虑置换 


^=(1 2 3 4), 


g 2 = 


12 3 4 
3 4 12 



这4个置换构成 S 4 的一个子群 G = < g >. 

例2整数集 I 上所有双射，在映射的合成之下构成群 S| .映 
射 


g ( i ) = i + l , 对每个 i 6 l ， 
生成的子群 <貧> 中，任意一个元素2必使得 
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g k ( i)^-k + i , 对每个 ?6 I. 

这说明，当而且仅当 6 = / 时，〆.所以 
<^)= 

从例子中，可以看出，-个循环群的 生成裕 a 是唯一的，例1 
中 

G =( g ) = ( g 3 ). 

例2中也有下面要说明，所说的不唯一，不仅仅是对 
任何而言，都有 〈 g > = 而且有更一般地判断元素是 

否为生成元的 办法. 

命题1设 G 是个群 ，g6G. 如果有不同的整数 r 和使得 
g = S k ，则存在一个正整数 m 使得 

(1) f =e, e 是6的恒等元； 

(2) 当时，〆乒〆； 

(3) 如果有整数（，则； TlU; 

⑷ …，，，. 

证明不妨假定 r >々 . 由〆=〆，两端乘层_ 4 ，得〆_ 4 = e . 
这说明 ，一 定有正整数 r 使得 f 
设 m 是正整数集 

M=U6llg ! = e 且 f>0| 

中的最小者.于是首先有， =e. 

其次，对1 €€ m ， 由 j i < m 和 m 的极小性可知 
从而 ^=^ g { . 

再次，对任意61，如果 = e ，作除法，得 
t - mq + 1, 0 ^ [<.m . 

则应有 g = g m e l , ( g - V = / = e .故 

g l -g mq g l = g f =e- 

而 w 是 M 中最小者，故 Z=0, 也就是 mb. 

最后,形式上 “g> 应包含的任意次幂 f 但是，正如 

上面作过的，我们能够得到 
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n = mp + h t O^h < m , pG\. 

使 g = g h ; 从而 

g ^\ e , g , g 2 ,-, g ml \, 

这就证明了 （4), 也完成了整个命题的证明. I 

命题2设 G 是个群如果对任意不同的整数 rj 都 
有 〆 关 g , 则 〈 g 〉 是个无限群（即有无限多个元素）. 

事实上， < g ) 中的每个元素的形式均为 n 是整数，出所设 
条件，元素 

—g' 1 ， e ， g ， g 2 , … 

两两不同，故循环群 ' 

( g }= ,e , g , g 2 ,■■■] 

含无限多个元素. | 

特别地，对于循环群，我幻有 
定理1设 g 是循环群 G 的一生成元，那么 

(1) 当有正整数<■弇 K 使时， 

G =\ e , g > -, g -'-'\, 

对任意均有 g ^ g 1 ; 

(2) 当对任意 IE 整数 r ^ k 均有 〆 尹/时， 

G= \ — ,g' { ,e,g,g 2 , 1 . I 

这个定理使我们对循环群的组成和运算一目了然，可以称为 
循环群结构定理. 

例题1无限循环群 ft 只有2个生成元. 

证明 SG = < g > ，那么 g 和 g — 1 均为 G 的生成元. 

如果有使 〆 亦为 G 的生成元，则必有使发= 
( g " r=f - 而 G 为无限循环群，故尽=广蕴涵網=1，从而 
n = ± 1. | 

命埋3 p 与《互索且 p < 
m ， 那么 G = < 〆 〉. 

证明因为 〆 故 < 〆 〉£&〉. 
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另一方面，/ > 与 m 互素.据第 一 章§6引理，必有整数6，/使 
kp -<• mi - 1. 

于是 

所以，〈足〉= < 〆 ）. I 

这个命题比较完整地回答 r 前面提出的循环群生成元的唯一 
性问题. 

命题4无限循环群的每个子群都是循环群. 

证明设无限循环群 G -(^ r ), H 是 G 的一小 子群.€为0 
之单位元. 

如果那么， H 自然是个循环群. 

如果 H 关 M ， 那么，必有 y ’ GH , f 6 l , ;关0.假如 i <0, 由 
g -& H , H 为了群 ，可知 s ’6 H , 而0< - 所以，无论如何，可 
设有正整数 i , 在集合 

ueii^ew, i>oi 

中取最小者,设为； M . 

可以断言，对任意都有 mU . 设 
« = mq + r , OsSr < ?w . 

那么，由 

=(g K ) ? -g ， , 

可推出/=妒‘（/’）16«,故必有7* = 0，也就是7> 1 | ? 1.所以， 

. I 

例题 2 SG = G > 是个无限循环群，》=〈¥>和 K=〈f >是 
G 的两个子群，•如果 d 是；，_；的最髙公因数， m 是 f ，_/ 的 
最小公倍数,那么有 

Kn_H =〈 〆 '〉，( KUH )-</>. 

证明由于 m 是 f ，） 的公倍数，必有 a ,66 l 使 wi = a ; = f ;/， 
故 
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0 为 〈^> 是包含的 G 的子群的交集，自然应有 

进而 〈 OG < g |) fUy > = KflH . 

反过来，若 g 的元素 y e 〈 y > n < i >, 则必有 iU , 即 f 
是 r',) 的一个公倍数.而 m B i J 的最小公倍数，故 wU, 

也就是 HflK = <^ m ). 

关于 </〉=〈 HUK >. 因为 d 是的最高公因子，故有 a ,6 
€1使得 


ai + bj = d ， 

由于 〆 ■， 〆 均在 HUK 生成的子群 < HUJO 中，故 
ff =^ Ve ( wUK ). 

从而 〆 生成的子群包含在 〈 HUK > 中. 

另一方而，在§2中，我们已经分析过，由只含两个元素 a ，6 
的集合 S 所生成的子群中，每个元素必形如 

W …〆 沪， t ， s ， … ， p ， qH. 

在这里6 所以的元素必形如 

只 u, v ei. 

由于 rfli , 3|_；，故^〜6〈^>.所以 

<HUK) = <{g i ,^|>=</>. I 

无限循环群的最典型代表是整数加法群 （ I , + ) .整数1是它 
的一个生成元，每个正整数；等于 f 个1相加，每个负整数 i 等于 
-} 个 -1 相加. 

上述几个命题套在 (1, + )上，即是说，它的每个子群恰好由某 
个非负整数《生成;两个非负整数的最高公因数为 d , 最小公 
倍数为 m , 则 

<ono)=(rf>, 〈 Di>=< 〈 i 〉 u 〈 ) 》 =u>. 

关于有限循环群，可用下述方法得到一个典型代表. 

在整数集 I 中，用第一章§ 3例12的方法得一商集 
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1 -„ = |[ 0 ],[ 1 ],--,[«- 1 ] 1 , 

其中 

[0]= « ,0,n ,••• 1, 

[ l ]= l---,-n + l , l .« + l .'" i - 

[n ~ \ }= \ , ~ l,n ,2 n ~ \ \ - 

要特别注意的是，等价类的代表元素是可以任 意取的 ，例如 
[0] = U ] = [ 4〃]. 在写集合的元素时，只要取1对等价关系 
〜的一个完全集作代表.现在取的10,1，…即为一完全集. 
为书写方便，记 L .„ 为 i . 

下 面打算 用一个自然的方法在 i 中定 义一 个运算，并使 i 在 
此运算之下作成群. 

规定,〗的任意元素 U ]，|>]对应 i 中元素 [a + 6], 即 [ a ], 
「6]对应 a + A 所在的等价类. 

例如，当时，等价类 [3],[4] 对应等价类 

[3 + 4] = 卜•，-3,2,7,…！. . 

同样,等价类 

[-9]= 卜•，-9，-4，1，..| ⑴ 

和等价类 

[7 ]=i …，-3,2,7,…丨 （2> 

对应等价类 

[-9 十 7]= !…2,3,8,… I . 

这种对应方式乃是把两个等价类取定后，并不限于必须用某 
一完全集中的元素作代表，而是任取两个元素作代表，于是可把它 
们记为 U ],[6] •然后 ，即用任取的代表元 a 和6来确定等价类 
U ],[6] 所对应的等价类. 

然而，这里发生了一个严重问题，这真的是个对应吗？也就是 
问，这真的是个 ixi 到 j 的映射吗？又等于问，按着这种方式 
[ a ] , [6] 对应的是 i 的一个“确定的”元素吗？ 
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具体说来，等价类 （1) 和等价类 （2) 既可以用 -9 和 7 分别代 
表之，也可以用1和47分别代表之.按前一种代表方式，它们应对 
应 [-9+7], 而用后一种代表方式，它们又应对应 [1+47]. 那么， 
能® 证 

[-9 f 7] = [l + 47] 

成立吗？我们有 

命题5在 i 中，如果 = LA,j = [6 2 ] ，则 
[«1 + />) ] - [ a 2 + *2 J - 

证明如果即<1, — a 2 , 也就是 u I ( ci | — u 2 ) .即 
必有整数《使 

a , - a 2 ^ un . 

同样， [6,]= [/~]导致有使 


加起来，得 


b | = h 2 + mi. 


a, + = (a 2 + by) ^ + v)n , 

也就是 （h + *!) - (a 2 ^ 6 2 ) 可以被 rz 整除， 


a { a2 ^ bi s 

从而 [ a ，+ 6| ] = [ a 2 + 6 2 ]. I 

这个命題解决了所给运算定义的合理性，按这样的规定， 
[ a ],[6]€ i 对应 i 的一个确定的元素 [ a + 6]. 我们把这种运算 
称为商集 i 的加法，记为田，从而有， 

[a jffl[i] = [a -t-fe], 

命理 6 ( i ， ffi ) 是个交换群. 

• 证明. 对任意 U ]，|>]，[ c ]6 i ， 

([a 择 [6]) 田 [ c ] 

;[a + 6 B [ C ] (田的定义> 

= [(a + 6) + c ] (田的定义） 

= [a + (i + c )] (整数加法可结合） 
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= [ a ] s [*+ c ] (a 的定义） 

= [«] 田 (|>] EQU ]) (田的定义）. 

即 （1, 田)满足结合律. 

对任意由于数0的性质，有 

[0] 田 U ] 二 [0 + = U ] ， 

[ ajff ![0] = [a + 0] = [ a ]. 

即 [0] 是恒等元. 

对任意〖，取等价类 [_ a ]， 有 

U ]®「- a j = U + ( - a )] = [ 0 ], 

[- a ] E [^ j = [( - a ) + a ] = [0]. 

即 C - aj 是 [ a ] 的逆元素. 

由于整数加法群满足交换律，故对任意 [ U ]，[6]€ I , 恒有 
[ a ] B 3[ i ] = [a + A ] = [ft ] ffl [ a ]. 

从而 ( i , 田)是个交换群. ■ 

群 （ i , 田)含 n 个元素，对任意正整数 [ m ] = 
m [ l ]. 这说明群 ( i , 田)是由 [1] 生成的循环群. 

这种用等价类作 咒素构 造出来的运算系统在 《抽象代数》 中将 
占极重要位置，请读者趁本节内容简单、负担轻的机会把这个群的 
定义仔细玩味玩味. 

与命题4中的无限循环群相对照，可以讨沦有限循环群的子 
群. 

例® 3有限循环群 G = ，…， f i 的每个子群 H 都是 

循环群. 

证明 设 


\ e , g ，•••， 〆 }， 

其中 i ，]'-, k 是大于0小于《的整数，且两两不同.设 Z 是它们 
之中的最小者. 

可以断 言，/ 必能整除设 

i — qL + r, 0<r</. 
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由于 g ; € H , 从而 

由 / 之最小性推知.所以， 

i= lq, j = Ip, …， k = Im , 

Ti-ieA^yA^rr-Xgr^ig). 

另一方面， < g ; 〉 EH ， KH =〈/〉. I 

例题 4 在《次循环群 

G= \e,g,---,g n ~' I 

中，若 n 能分解为正整数 s〆 之积，即 n = wdljG 有而且只有一 
个子群含 f 个元素. 

证明我们看 f 生成的子群 <_?'>. 形式上它含有 
e ,^ , g 2> ,■■■ , g u ，■- -, 

但 〆 = S "= e ， g U + ' h = g nt ， = g n g s = eg ^ g , …，所以，从 （/) ! 
起，后面的元素就与前列元素重复了.< 〆 > 不重复的元素最多可能 
是 


现在来说明上述 f 个元素必然两两不同，这是因为， G 的《 
元循环群 


e,g,-",g s ,g ! *' ,■■■ ,g"~ l 

两两不同， （* ) 乃是其中的一部分而已. 

这就解决了本题的存在性证明，下面来解决唯一性问题. 

设 G 中还有一个元素 〆 ，它生成的子群也恰好含 t 个元素， 
我们要证明〈 〆 > =〈 〆 >.这里要注意，只要证明两群相等，不是去 
证明= 〆 ，那可能是办不到的. 

事实上，群〈，>的 Z 个元素 

两两不间，且 〆 €〈 〆 〉，必知再用命题1,必有 n |( ir ). 设 
tr = kn =々（•《),则得 
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r- ks. 



于是有 g € (g') ，进而〈/ 

另一方面，已经知道 〈i> 本身就含 i 个元素，而>也是含 f 
个元素，故〈〆〉= (，> 1 

例如，6阶循环群 

I 2 3 4 5 1 

y a ,a ,a \ 

只有一个三元？群 

H = \e,a 2 ,a* \ . 

这个子群是？生成的，也是 c/ 生成的，即 

H ^( a 2 ) = ( a a )- 

习题四 

1. 给出膪环群 (1-==,5) 的所有子群，且指出每个子群的生成元（它的 
每个子群都是循环群，由_个元索生成）. 

2. 4循环群 ( X 24, 田〕中，把子集 

1[4],[6],[8]| 

生成的子群写出来，它可由哪些申个元素生成之，把该子群按生成元 升幕排 
列其元素. 

3. 证明： 


1 1 - 1 ; — ;! )| 1 . .*/3 1 . -/3 I 

"，1，1， H ， | 1， _] •十 1 了，-了 -I j j 
在数的乘法之下是个循环群，其中 i 是纯虚数. 

4. 群 G 有4个元素 〜 a , fc , c ，已经知道 G 不是循环群,请完成乘法表 
e a b c 


§5阶 


数 


定义1群 G 中元素的个数称为 G 的阶數.当 G 有无穷多个 
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元素时，说 G 是无限 阶的； 当 G 的元素个数有限时，用 I Gi 代表 
G 的元素的个数. 

对于群 G 的元素 a , 如果有非负整数《，使得/ ，且《为 
使上等式成立的最小的非负整数，则说 a 是有限阶的， 阶数为 
如果找不到这样的数，则说 a 是无限阶的.也有人把元素的阶数 
称为元素的 周期. 

这一节，我们要讨论群中元素的阶数与群的阶数的关系，群的 
阶数与其诸子群阶数的关系，得到有名的又有用的拉格朗日定理. 

为了处理这个问题，需耍引迸群 G 对其子群 H 的陪集概念， 
而陪集从此以后就不断地出现在群的各种问题的讨论巾，是本课 
程的最重要的概念之 一. 同时，对初学者来说也是一个不太容易理 
解的概念之一. ， 

希望读者在一开始接触“陪集”时，能多分析一些实例而不是 
硬记抽象定义. 

例 1在$中，（1 23) 的阶数等于 3. 

例 2在（ I , +) 中，任意非零整数 m 的阶是无限的. 

例 3设 G 为从 I 到丨1, -1 丨的所有映射作成的集合.对每对 
映射 /， g € G , 令它们对应 G 中元素（也就是1到丨1, - li 的映 
射）， 


= •/?(』），，芒 1- 

也鱿是说，让 /，g 对应这样一个从I到 jl ，- 丨 i 的映射它把整 
数 j 变成数 /G) 和数 g(j ') 的乘积.由于 /(j)，g(_/) 均或为1或为 
-1，故它们的乘积也是1或 -1. 

这样，我们得到一个 r ,' x G 到 g 的映射，称为上函数乘 
法，记为 h = fx g . 

G 中元素；，它把所有整数都变成丨，即 
-0) = 1, 任意 

是 ( G ， X ) 的一个恒等元.对任意/€ G ，从】到丨 1, - 1 丨的映射 


no 





是/的一个逆元素. 

G 中三元素/, 在函数乘法之下的可结合性可归纳结 

为在任何整数 ） 处，数/, (7 ) ，必 （7 ) 和/ 3 ()) .乘法的可结合性，故 

( C，x ) 满足结合律. 

这就验证了 （ G ， x ) 是一个群.而且，它是个无限群.例如，令 
私代 表把;•丨变 成1，而将其余整数均变为 -1 的函数，则^， 
…就是不同的映射. 

同时，对于每个/6 G '， 我们有 

(/X/)0)-/0)-/(；) = 1, >61. 

也就是 / x /= i , ( - 为恒等元. 

这说明， G 中非单位元之阶数均为 2. 

这个例于 告诉® 们 〆 ；之每个元素之阶数均有限并不意味着 
C 本身的阶数有限. 

命題 1设 a 是群 G 的一个元素.那么 a 的阶数与子群 〈 a > 
的阶数相等. 

证明首先，我们要说明，元素《是有限阶的，当而且仅当， 
有整数 t 使得 a ‘= e . 

因为，若丨的子集 

A =-- \ \ a m = e\ 

非空 (fG A ), 则一定含非负整数(若 r <0, 则 - f 6 A ). 根据整数 
集的性质, A 中必有最小的非负整数；7存在.从而 a 的阶数有限， 
就是 n . 

进而，还可以说明，元素是有限阶的，当而旦仅当，有不相 
同的整数 r ，5 使 〆 =«'. 

这是因为，若《阶数有限，为 w ，那么必有 
« m = a°. 

反过来 〆 关 s 但/ = 7 •则使得 〆 .据上而分析 ， a 阶数必有 
限. 

据§4命题1知，冗累 a 的阶数有限时，有限，且当 a 的 
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阶数为; 》 时, 〈 a 〉 恰为 

…，; 

从而 〈 a > 的阶数亦为 m . 

如果《是无限阶的，那么，对任意不同的整数必有关 
^.于是，据§4命题2,群的阶数也是无限的. I 

定义2设 H 是群 G 的一个子群， H 在群 G 中确定关系〜 
如下， 《,66 G ， a~b 当而且仅当 aft —€ H ， 称〜是 ff 在 G 中确 

定的右 关系. 

命题2设 H 是 G 的子群，则 H 在 G 上确定的右关 系〜是 
个等价关系. 

证明对任意 a €■ G ,因为 aa' 1 = e €: H， 故 « ~ cz ,这说明 一 
有反身性. 


如果 a 〜6,即 d 由于 H 是子群，故有 

(ab-')- [ = (b'y l a-' = ba' l ^H, 


6 — cz ， 这说明~具有对称性. 

如果 a ，6， c 6 G , a~b , 即 

ab ~ 1 H , be 1 H, 

由于 H 是 G 的子群，就必有 

(.ab l ){bc-') = a{b l 6) c _1 = ac ~ 1 6 H , 

也就是•，说明 〜有传 递性. 

所以 ，〜是 G 上的一个等价关系. | 

例4在群( I ， + ) 中，取 H =(7>, 对任意 i~j 当而 
且仅当 i - j _ e 〈7〉， 当而且仅当71 
例 S 在3阶对称群&中，取 

1^,(1 2 )|, 

看由 它划分的等价 关系： 


fl 2 3 W 1 2 3)_(1 
\2 3 1八1 3 2r\2 

知道 


3 ) 


= (12)， 
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我们可以看出，对于群 G 的一个子群 H, 还可定义另一个等 
价关系，对任意 《,66G, 当而且仅当 a 云 H, 称为左关 

系. 


一般来说， H 所确定的右关系〜和左关 系二并 不一定相同. 
比如，例5中 

1 2 3] (1 2 3 
1 3 2 ] U 3 1 
即知 (2 3)-(12 3); 而別于 (2 3) 与循环 (1 2 3) 不等价. 

定义 3对群 G 之任意非空子集 A ，_ B ，称 G 的子集 
{^•6 61^= ab , a6A, 6GB ! 

为 A 与 B 的乘积，记为 A£. 

当 A 为子群, B = 1 M 时 ，记 = 并称 A 6 是 A 在 G 中 
的一个右 暗集. 

A=la|, B 为子群，则记 aB = AS, 并称 aB 为13在 G 中的 
-个左 陪集. 

例 6 条件如例 5, 则 

H ( l 23)- i^(l 2 3),(1 2)(1 2 3)1 
=Ul 2 3),(2 3) i , 

H (132) = |^(1 32),(1 2)(1 3 2)1 
- f(l 32),(13)1. 

H (2 3) = {^(2 3),(1 2)(23)) 

H (2 3),(1 2 3〉丨， 


=(1 3)€H., 
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H (1 3)={ lSj (13),(12)(13)) 

= i(!3j,(132)(, 
(123)H=ia23) JSj> (123)(12)| 

= 1(123),(13)1, 

(1 2) H = i(l 2)^ ,(1 2)(1 2)! 

=U v (l 2)1 ， 

(13 2) H = 1(1 32)^,(132)(12)! 

= 1(1 32),(23)!. 

例题 1 如果 H 是 f , 的子群，则 HH = W . 

证明对任意由 HH 的定义，必有 g = 
处.而 H ■是子群，故也就是即 HH £= H . 

另一方面，任意都可写成 

g = ge, g6H, eGH. 

从而 即 H ^ HH . 

总结之，得 HH = H . I 

命题3设 H 是 G 的子群 ，一是 H 在 G 中确定的右关系，那 
么元素 aGG 在等价 关系〜 之下的等价类恰好是 H 的右陪集 
Ha. 

证明 按 等价类 的定义（见第一章§3)，元素 a 的等价类是 
G 的子集 

S a = \b^G\b-^a\. 

现在来证明 S a ^ Ha . 

如果6 S ，即6〜 a ， h 】€ H . 令 /? = h _ 1 ，则6 = Aa €• 
Ha , 这说明 

S . QHa . 

反之，如果6 6 Ha , b - ha , A 6 H . 那么， ba • 1 = h G H ， 
/ 厂 - cj . 从而•这说明 HaCSa . 进而，有 Ha = S u • I 
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推论 设 H ■是群 C ； 的 f 群，•那么 a 6 _ l 6 H 当而且 
仅当 Ha = HA . 

事实上，以，即 u ~ b . 而 a ~ b 的充要条件是它们的筹 
价类相等，即 Ha = HJ . | 

命题4如果 H 是群 G 的有限子集，则子集 Ha 的元素个数 
等于 H 的阶数. 

证明 在有限集合 H 和 Ha 之间建立一个双射 即可. 

定义 H 到的+ •个映射/: 

f(h) = ha, /i€H. 

对任意 Ha ，必有 /( , 6 H 使名= A , a . 从而 /(/?, ) = A , a = g , 
g -€ lmg /, g 为满射. 

如果有 & 使得/(/，^，/(/^)，即 

J(fi 2 ) = h_a = h } a=fCh 3 ), 

由于群中有消去律,就应有速说明/是单射. 

所以 ， H 和 / iz 元素个数相同. | 

拉格朗日 （ Lagrange ) 定理设 C 7 是个有限群.那么 G 的任意 
子群 H 的阶数一定整除的阶数，即 | HI IIGI . 

证明 由第一章§3知道， G 的一个等价关系决定它的一个 
分类. 

关于子群 ff 的右陪集恰为等价夹系一的等价类.所以，两个 
陪集或不交或相同.又因为 G 是有限的，它只含有限个 H 的右陪 
集.我们 可取〜 ，心，…， 《* 为等价关系 〜之下 的一个完全集，则 

G = Hu , U Ha 2 U … U 

娃两两不交的等价类的并束，即得 C ; 的一个 分类. 

因此, G 的充素被分成々组，每个元素在而且只在其中一组. 
同时，每组元素的个数都是 | K | (命题4)，所以 | G |= MH |. | 

推论丨 设 G 是个右限群.那么，它的任意元素 a 的阶数都 
能整除 G 的阶数. 
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事实上，由命题 I 知元素 a 的阶数与子群 < a 〉 的阶数 相等； 
由拉格朗日定理知的阶数整除 G 的 阶数; 从而《的阶数整除 
| Gj . I 

推论 2设 G 是个有限群 ，| G | 是个素数.那么 G 只有 U 丨和 
G 两个子群. 

这是因为素数只有1和自己两个因子. | 

推论 3设 G 是个有限群， | G | 是个素数.那么 G 必为循环 
群. 

事实上，取 G 之元素 a 參〃，则《的阶数不等于1, 的阶数 

要整除 IGI, 故有 


K«)l = lG |. 

一个有限集的子集和该集合元数相等，则该子集必与此集合相等， 
于是有 〈 a > = G . G 是由《生成的循环群. | 

例题2设 G 是有限群， H 是其子群，而且丨 G |=2| Hj . 那 
么，如果则必有 aAGH . 

证明当 IGH 2 I 出时， G 只有 H 的两个陪集，一个是 H . 
对于 G 的任意元 a ， 如果则陪集 Ha 与 H ■不相交，故 
必有 G = FUffa . 

进而，如果 a , 6 则.从而在同一个陪集内， 
a , 6 也在同一个陪集内.换言之， a 〜 6— \于是， 

a ( b ~ l Y l = abeti . | 

例題 3 设 C 是有限群， H 是其子群，而且 |G!=2|H|. 那么 
H 在 G 中的左陪集也是右陪集. 

事实上，此时 H 只有两个左陪集，一个是 R , 另一个是 
•且 G = HUaH . 

同理， G 只有两个右陪集，只要则必有 G = HUHa . 
综合之，即知 \ 
例题 4 对称群反中，子群 

W =<{(1 2 3),(1 2)(3 4)|> 
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阶数为12,但 H 不含阶数为6的子群. 

证明 令 = (1 2 3), 6 = (1 2)(3 4) .计算得 H 的元素 
n-(l 23), a 2 = (l 32), 

6 a = (243), (6«) 2 = (2 3 4), 

a * = (l 34), iabY^il 43), 

6 = (1 2)(3 4), bab = {l 4 2). 

由于 H 的阶数是 S 4 阶数的因子 ， I HI I 24 .上面已经知道 9 个不 
同元素（包括恒等 置换） ，故 H 的阶数为12或者 24. 

由于《 >都造偶 S 换, H 的每个元素都是若于个〜6之积, 
从师 H 的元素只能是偶置换.听以， H # S 4 , 1 H 1 = 12. 

设 K 是 H 的子群，且 |Kl = 6.我们已经看到 H 中至少有 f 
个元素是3循环.于是， _ K 至少不含一个3循环 q cfrK . 

但是，前面例题已指明，当 Iffl =2 iK | 时， cfrK , 则必有 c 2 e 
K . 而 | 
这个例题表明，由拉格朗日定理，不能得出这样的结论:群 G 
的阶数为《，则对 /) 的每个因数 G 必有 d 阶子群. 

但，当 G 为循环群时，我们已经有§4之例題 4. 

例@5设是交换群 G 的元素，它们的阶数分别为 WI , 
«. 如果 w 和 k 互素，那么 d 的阶数为?《«. 

证明一方面 

( ab ) m, ' = a "'" b' m - ( a m r ( b-) m ^ e . 

另一方面，对任意 f 61，如果(沾） 1 =6那么， 
e^(af>y n = a , "(b"y^a a '. 

而 a 的指数为 w ，从而7?| | ( m ). 同理 ， n | ( mi ). 

但是 Wi , 互素，故 W | ? T 71 U . 进面 ( mn ) 1 1 . 

所以，泌的阶数刚好是 | 
命题 S 设 G 是个有限交换群.如果的阶数 f 大于等 
T - G 中所有元素的阶数，那么每个冗素的阶数均可整除 
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证明任取6云 G , 设6的阶数为 s - 将 i 和.、写成素因子之连 
乘积，设 

;=冲淖…於， o <«, ei , 

5 = ^/ 沁， 0</9 ； ei. 

如果不能整除？，那么必有某个总.为方便计，设即 
有 

t = p a ti， ( p , i ,) = l , 
s = /A. I ， (/), ^|) = 1. ' 

于是， P 的阶数为/， 而 〆 的阶数为 … 并且/和也是互素 
的，据上面例题，立知 G 的元素 〆 P 的阶数为//,>(，得一矛 
盾. I 

例题6 的非零元构成的乘法群是不是循环群？ 

证明 1,,- IOi 是个10元群.计算2‘的各次幂，得 
2' ,4' ,8 - ,5' ,10* . 

到这时，我们不必算下去了，因为 r 的阶数要整除 I ,, - io 丨的阶 

数10,从而只能是 

1,2,5,10. 

到此为止,2_的5个不同方幂中尚未出现恒等元 r ，所以2•的阶 
数一定是10.从而 

1„-|0}-{2-). I 

例题7设群 G 满足条件 

a 2 b 2 = b 2 a 2 , 对任意 

证明： G 之所有周期为奇数的元素和恒等元 e 的集合 H 是 G 的一 
个子群，且 H 是个交换群. 

证明若<1,66只，有非负整数爪，《， 

« 2m + l = e , b 2 " fl =e, 

那么 
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ah = a 2 mt 2 b 2 "' 2 ^ a 2 m a 2 b 2 b 2 " = a 2, " b 2 a 2 b u 

= 6V" ,+2 ，, 2 " = 〜 = A 2l!+2 a ;m+：1 = fe; 

也就是说 ff 中任意两个元素乘积可换 （ 现在还没证明 ab € H ). 
对上面 的《 , b € H , 由于它们乘积可换，故 

( 匕及占 ) C 2« * 0(2 »j ' n _ ^ (2^ r 1 )(2” ♦ I ) 办 ， 1 )<2 m + !) = ^ 

从而元系_ M 的周期应当整除 （2 w + l )(2 n +1); 也就是说， a 6 的 
周期必为奇数， 

ft ! 于 a 和</ 1 恒有相同周期，当 aGH 时必有 a _1 € H . 

所以， H 是个交换群 ■ 


习题五 

1- 设（ V 是个群, tiCG '. E 玥： a 6 的阶数与 6 a 的阶数总是枏同的. 

2. 若群 G 只含唯一 的一个 2阶元素 a , 那么对任意;恒有 or = 

,w. 

3. 设 G 是个交换群，则阶数有限1是 G 的一个子群. 

4. 若4元群 G 中仃何元索之阶数均不为 4, 则 G 是个交換群. 

5. G 的阶数是培个索数.若 G 不是循环群，则对任意 g € G 恒 
有 

〆 = «. 

6. 设 G 是个群，"是 的所有非平凡子群的交集.如果那 
么 H 的每个元素的阶数都是有限的. 

7. 在非零复数作成的乘法群中，求复数 0 = 士 + 1^的周期. 

§6* 群的外直积 

设 （ G , A ) 是个群， （ H ,。） 也是个群.作为集合，我们可以考虑 
集合 G 和集合 H 的笛卡尔积 GX H . 

那么，是否可以利用群 （ G ， A ) 的原有运算厶和群 （ H ,。） 的賑 
•ft 运算。而得到集合 C x H 的一个运算呢？进一步，还希望 
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GXH 在新得到的运算之下构成群. 

这种想法是极其自然的.例如，平面解析几何学中，就是把实 
数的加法、乘法用到平面 RXR 上，得到平面上向量的加法以及数 
乘运算的. 

线性代数学中，讨论线性空间的直和、欧氏空间的直和，为矩 
阵或变換化成各式各样的标准形式提供了有力工具. 

本课程把关于群的直积方法的学习分成两部分.一部分放在 
本节另 一部分，用同构的观点研究直积与子群的关系，放到第三 
章. 


这一节内容比较简单，但涉及到的概念和符号较多，读者最好 
能用自己的思路处理有关证明部分，然后再对照书上所给证明加 
以检查. 


现在，设 ( G ， A ) 是个群也是个群.在 G 和 H •的笛卡尔 
积 GXH 上，规定一个二元运算如下： 

对任意令其对应 GXH ■中的元素 
( aLb , x ° y ). 

由于 A 是 G 上二元运算，。是 H 上二元运算，确实是 G 
的元素， • rq 确实是 H 的元素，从面确实是 Gx H •的 

元素 

这样，就得到一个 ( GxH > x ( GxH；^j CJxH 的映射，也就 
是 GXH 上的二元运算，记为 ®, 即 


( a , a :)®( b , y ) = ( a ^ b , x " y ). 

命题1在如上的规定之下 ，（ GXH ,®) 作成一个群. 
证明 对任章 U ,. r ), U ,30,( c ， z ) eGxH ， 有 

= ( aA 6, j :^)( X )( c , z ) (@ 的定义） 

= (( aAb )^ c ,( x ° y )> z ) (②的定义） 

= ( oA (* Ac ),. r °(^» z )) (A 和 。的结 合律） 

(® 的定义〉 
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=( a ，： t )®〔（ A ，_ y)®(c , ?： )〕. （(2>的 定义） 

这说明 ® 满足结 合律. _ 

设化是群（0,厶）的恒等元 ，叫 是 （ W ，。） 的恒等元•那么，对 
任意 < a ,： c >6 GxH ， 有 
( e 0 , e n )®(a ,.t) 

= ( e c ^ a , eil ^ r ) (@的定义） 

=(a , . i ： ) . ( e G ，《 H 的性质） 

这说明 （fe G >： H 的左恒等元. 

对住意 ( H ) GGXH , 即 . rGf /, 由于 G 和 H 都是 
群 w 在 G 中有逆 U 1 ， 1 在 H 中有逆元: fT 1 使得 
a ' 1 Aa = e 0 , .r" l »x = e H ， . 

从而 UHj - MGGxH 且使得 

(a 丨,，')(3)(«，:，0 

(②的定义） 

U — 1 的性质） 

这说明 GXH 在 ® 运算之下每个元素都有左逆元. 

据本章§1，知 （ GXH ,®) 是个群. I 

同样，对任意《个群 （ G ,,。,.）， z _ = l ，2, …， 《. 我们可在笛卡 
尔积 G | x ••- x G „ 上规定，任意 （ a ! , 0 2 ,-'-, 0 „) ,( b , , b 2 ,-'-, b „) 
eG t x - xG „ 对应 

( ai\bi , a 1 ° 2 b 2 ,-'-, a n ° J }„), 

则得到 GJ … XG „ 上的一个运算，记为 ® ，即 

Cai ， ■- m ,a n 〉 ®(6i ， ... ， 6”）= (a,», 6, ,•••, a„ ), 

这样 ，（ G , X … XG m ，®) 是个群. 

例 1 取 C , = G 3 = … = G „ = R , 诸运算都是实数加法，则 
(^i,s„) = (r, + s t ， ■- -,r„ + s „ ) 
就是大家熟知的实的《维线性空间中向量的加法. 

例2设 G 是所有，：阶可逆矩阵在矩阵乘法 x, 之下构成的 
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群， H 是所有 m 阶可逆矩阵在矩阵乘法之下构成的群. 
对任意 A ， B 6 G , X ，也就是 

( A , X )€ GxH , ( B , Y ) eGxH . 

规定 

(A,X)®(B,Y) = (Ax„B,Xx m Y), 

则6乂付在®之下构成群. 

下一章里，我们会看到 （ GXH ，®) 与所有形如 
IA 0 \»» If 

lo X)^ fr 

W 列 W 列 

的可逆分块矩阵在矩阵乘法之下构成的矩阵的代数结构是相同 
的. 

读者自己可以证明，群 （ G ， A > 和群用前述方法引出的 
群 （ GXH ,®) 是交換的，当而且仅当群 （ G , A ) 和群 （ H ，。） 都是交 
换的. 

定义设（(7 1 ,')，一，<0„,。„)都是群.在6 1 ：^，_>< ( 7,,上规 
定，任意 （ a t ,…)6(7| X … x G ,, ，对应 

(a,,-",a„ ~(a, °, 6 , ,a„-„b n ). 

则群 （ G , >= — >^„，@)称为群（6 | ,° | ),...,(0 11 ,。 11 )的外直积. 

当各群之运算从上下文中能明确分辨出来时，可以不提运算， 
而简单说 G,x … XG ,, 是群 G ,， …，的外直积.我们这里把群 
的外直积 ( G , X … x G „ ，®)记为 . 

命通2如果 G =( g > 是？72阶循环群，《=〈/?〉是 n 阶循环 
群，且互质.则 G 和 H 的外直积 Gx H 是个阶的循环 
群. 

证明 看 GXH 中元素 ( g ， A ) 的阶数. 

如果有正整数 * 

ig k ,h i ) = {e c ,e li ). 
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也就是 = e c , A * = e H ，那么，因为 m 是 ^ •的阶数， n 是/ 1 的阶 
数，据 §4 命题 I , 应有 m \ k , n \ k . 

下面来证明 （》 m ) U . 由于 mU , 设有犖数 Z 使 6 = .再由 
n ,, n 互质，设有 

pin + qn = l , />, gGl - 

于是，有 

ptm + q!n = t , pk + { qt)n = t • 

由于，知道 a 整除上式左端两项，从而 《 应当整除/.设 f = 
ri . f , s € l , 则 

k = mt — nins , 

即 (/ mOU . 

这说明，只要6使得 = ( 化 ，〜），则必有 （ mrOlA . 而 
且 

(g^r" = (g ， \h-) = (e c .,e ll ), 

即是使得（£，&>* = (〜，〜）成立之最小的非负整数.据阶数 
的定义 ，（ g ，/0 的阶数为 inn . 

很容易看出，当 G 的阶数为 m , H 的阶数为 n 时， Gxff 的 
阶数为 nm . 

现在,的阶数为 mn ，故必有 

Cy ~ H -(( g , h )). | 

例題1设群 G 和群 H 的阶数 均为户，户 是个素数并可决定 
G 和 H 的外直积所含子群的个数. 

解 G ® H 阶数为由于 p 是个素数，/只有3个因数， 
l ， p , p 2 •从而 G ® H 的子群的阶数只能是 l , p , p \ 

任何群的1阶子群只有一个，由恒等元生成.任何有限群与自 
己阶数相等的子群也只有 -- 个，即其本身. 

现在，我们来计算的 p 阶子群的个数. 

首先，由拉格朗日定理的推论3知道， p 阶辟 O 是 素数〉 一定 
是循环群. 


123 



其次，任取 G ® H 的一个不等于恒等元的元素（貧，& >，则由 
G 和 H 的阶数为户,知 

(g ， /O p = (^ ， V) = (e c ， e H ). 

同时，因为不是 Oc ，《 h )， 它的阶数不能为1;也就是说， 
心，/,)的阶数为^.6®//中非恒等元的阶数 均为户 ，从而它们生 
成的子群阶数亦为 ■/>. 

G®H 共有 p 2 -l 个元素不为恒等元，它们各自生成一个 p 
元循环群.而每个循环群中含有 p - 1个非恒等无.也就是说，这 
/> 2 -1 个元素生成的循环群中，每个循环群都重复出现次， 
所以，中共有 

(p 2 ~i)lip-i} = p + \ 

个不同的 P 阶循环群. 

G®H 的/>阶子群都是循环群.从而 G®H 有/> + 1个户阶 
子群. 

综合之，有；>+3个子群. | 

设 G,H 是任意的两个群， G®H 是它们的外直积.令 
G ， -j(^,A)eG®H|A=e H |, 
H ， =\{g,h)^G®H\g = e c \. 

换句话说， G’ 是 G®H 的一个了-集，它由 G®ff 中 （ g ,e H ) 形式元 
素组成， g 取遍群 G. ¥是 G@/T 的一个子集，它由所有形如 
(e c ,A) 的元素组成, A 取遍群 H. 

命埋3符号如上.那么， G' 和矿都是 G(g)ff 的子群. 

证明首先 （ ee , eH >GG'. 

其次，任意 

( g ^ e [ l )®( g 2 , e H ) = ( g l g 2 , e H )^: G ， , 

即 G' 乘法封闭. 

最后，財每个 （名， e H ) 6 G ' , e H )& G '. 

所以， G' 是 G®H 的一个子群.同理， H' 也是 G®H 的一个 
124 




子群. } 

命题4符号如上.那么 G ® H 的每一个元素都是一个 CT 的 
元素和一个 H ' 的元素的乘积，而且这两个元素可交换.如果不计 
次序，那么 G ® H 的元素表成 G ' 的元与的元之积时，表法唯 

证明任取就有 

( g , h ) = ( g , e H )®( e c , h ) = { e G , h )( g , e „), 

其中 ( e G , h )^ H '. . 

如果有 （ g 〗 , e u ),{ g 2 , e , t )^ G ', ( e(;，/i I )，（ e c ，/| 2 )6>^，且 

(gi , A I) = (g 2 ,hi), 

即有 

(g\Jii) = (.gi,h 1 ), ( O 

作为集合，群 G ® H 是集合 G 和 H 的笛卡尔积 ，（* ) 意味着幻= 
&，= .这就说明表法是唯一的. | 

命 HS 符号如上.用〜代表 H ' 在 G ® H 中确定的右关系， 
则 G ' 是〜关 系之下等价类表示的一个完全集. 

证明如果 (&，如），（扔， 〜 ）6 G ', 

即 Ui ，印)⑭化“印广云只'，也就是 

igigi ' , e H )€ H '. 

于是，应有 g , g 2 l = e c , gi = g 2 . 

这说_明， G ' 的不同的元素在不同 的〜等 价类中（每个等价类 
就是 G ® H 关于 fT 的一个右陪集）. 

进一步，对任意 ( g , A ) GG ® H , 有 

(.g ， h)®(g-',e fl ) = ( ec ,k)eH', 

也就是 

(gth)~(g,e H ), (g,h H r (g ,e H )； 

即 G ® H 之每个元素必然馬于某个 G ， 中元素的右陪集中. 
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所以， G ' 是 G ® H 关于 H ' 的右等价类表示的一个完全集 
合 I 

例理2设 Z 是群 G 的中心， C 是群 H 的中心，即 
Z = t>r 6 G I gx =符，对任意 g^:G \ , 

C =彳 y 6 HI / i_y = y ； ,对任意 A H I . 

那么笛卡尔积 Zxc 恰好是群 G ® H 的中心，即 

ZXC=\ i.r,y)&G®H\(x-,y)(g,h) = (g , y) , 

任意 G , /i 6 Hi . 

证明 t (. z , y ) eZxC , U ? x ^ Z , jyGC , 那么对任意片 e 
G , he H 都有 


上 = 汾 :， yh = hy , 

从而 （. r ， 3 /)( g ，/ i ) = ( g ，/ i )( x ， y ). 

反过来，若 U , y )6 G ® H , 且对任意 gGG , 都有 

(->： yy )( gyh ) = (g 

分开写，也就是 

Xg - gx , yh = hy - 
这说明 J :6 Z ，： y € C , 从而 （ x , y >€ ZXC . 

所以， 

■ZX C = \ (x , y )& G ® H \(^, y )( g , h ) = ( g , h )( x , y ), 

任意 g ^: G , h €: H \ . I 

习题六 

1 . 给出群 ( i 2 ,+) , a ，+ ) 外直积 a ,+)® d 3 , + ) 的乘法表. 

2. 给出（广，厂）以外的元累，它也是上题中循环群 （ I 2 , + )®( i 3 , + ) 
的生成元. 

3. 给出群（1 2 , +) 的外直积 12(3)12012 的所有子群. 

小 鲒 

群,是抽象代数学中头号重要的概念. 
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数的加法、非奇异矩阵的乘法、可逆映射的复合、刚体的运动 
等表面上差别颇大的现象，本质上却可以抽象出相同的基础：一个 
集合上有个二元运算且满足$1之 C 1),(2) 和 （3). 

有了这个共同基础，经过严格的推理，我们知道，它们必有很 
多内在的深人的相同之处.例如消去律、恒等元唯一，等等. 

这样，今后只要遇到一个带运算的集合满足（1)，（2>和即 
使是从来没遇见过的新科研成果中的对象，我们也不用重复推理 
而可直孩判断，它必满足消 左律 .这就叫举一反三.这就叫公理化 
方法. 

在公理(』）， （2) 和 (3) 的基础上做形式推演绝不是文字游戏， 
这是给深人学习打基础. ' 

读者必须对群的定义作最深人地研究.，不是背诵定义的文字 
而是理解其实质- , 

要丢开书自己就能顺利地证明.，对于一个集合 G 和 G 上的二 
元运算下列几组条件 等价： 

(1) 结合律， (2) 有恒等元， （3) 每元有 逆元； 

( O ' 结合律， (2) -有左恒等元， （3)' 每元有左逆元； 
(1)" 结合律， (2)" 有难一的恒等元，（3广每元有唯~ 
的 逆元； 

(1广结合律，（2广对任意方程 
ax = b y ya = b 

恒有解. 

要把握住群的实质，必须熟悉一些群的实例，如整数加群、 ；!__ 
加群、置換群、循环群. " 

子群这一概念接受起来应无困难，但对子群的陪集需多下工 
夫.下一章我们要把陪集做为元素去 运算. 众多陪集搅在一起令人 
眼花，读者最好在这里事先多观察现察它们. 

有限群是个重要群类.拉格朗日定理叙述起来简单但能定量 
地给出群阶与子群阶的关系，是处理有限群结构的极有用的工具 
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如能灵活运用常可事半而功倍. 


关于外直积的讲述已经超过了自学考试大纲的要求.由于这 


个概念比较好接受，在构造群的例子的时候能开阔眼界，这里写成 
短短一节，不要求每位读者都仔细阅读，知道一点新思路是有好处 
的 • 


ft 习题 

I - 设 ( G ,，） 是个群.规定任意 a ,66 G , «1»6 = 6. 41 .证明 ： （0，*)也 
是个数. 

2. 在群 G 中已知工 - V ， 1 ， .求证：； r 4 = y = e . 

3. 在群 G 中任取一固定元《，规定 f -. g ^ ag , 证明： /是个双 

射 

4. 设 H 是 G 的子群 , S 是 G 的所有关于 H 的左陪集的集合，丁是 G 
的所有关于 H 的右陪集的集合.则映射 

a:aH-*Ha ' , a^: G 


是 S 到了的双射. 

5. 设 G 是个群， <z,6€ 6 的阶数是 3, ad 二 6 a . 那么 a, 6 生成的于 

群的元素只能是下列三种形式元素之 

a' ,bt^ ,b 2 a' , r ,/,/GI. 

6. 设 （H, + ) 是整数加群 （ I, + ) 的子群，且那么 H 必为全体偶 
数的集合. 

7. 设 G 是个群 ,a€G. 证明: cT l 5 a 阶数相同. 

8. 证明 ：有理 数加祥 (Q, + ) 的每个非零元*的阶数都是无限的. 

9* 设 G 是个 n 元集合，•是 C' 上的一个满足结合律的二元运算.若它 
还腾足左、右消去律，那么 （G,0 是个群. 
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第三章群的同态 


小孩子作加法，先把2个苹果与2个手指对应，3个苹果与3 
个手指 对应； 然后，计算2个手指加3个手指，数 一下 ，得5个手 
指; 最后，再根据对应原则判定，2个苹果加3个苹果也必然是5 
个苹果. 

这就是本章要讨论的群的同构的思想背景.把那些从代数学 
观点看来结构相同的群归成类，研究问题时即可举一反三 . 胃 

另一个学习方法是把大的、复杂的群归结为对小的简单些的 
群的研究.比如，要了解一个旅馆的各房间的布置情况，可以看一 
个小的楔型,可知道，楼有几层，各房间的位置等，然后，再具体看 
各等级房间的代表，具体了解床、桌、电话的位置.如果同等级房间 
内部都一样，那么，你用较少时间了解了整个旅馆. 

这种研究方法用在群的研究上，我们要引人“群的同悉”概念， 
并得到一系列深刻结果.待别是群同态基本定理. 

本章有些内容比较抽象.相当多的初学者对“商群”等概念会 
觉得难于理解.为此，各节都配有较多例題，读者不要轻易跳过去. 
同时，也附有难易不同的习题，读者应尽量独立完成. 

这一阶段是整个《抽象代数学》学习过程中思想方法上 的一次 
飞跃,如果顺利通过本章各个环节，那么在其后的内容的学习上将 
不会有根本性障碍. 
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§ 1 群的同构 


对于自然数，不同的民族发明了不同的计数方法，有丨一，二， 
三，四，…丨，有 |1,2,3，..4有 I i ，也有 j one , two , three , 

…！等等.但是，在数学上，我们认为它们是相同的系统，而符号上 
的差别是无关紧要的.因为只耍经过一个翻释过程，任何一个系统 
中的运算成果部可以在其他系统使用. 

这种只是符号不同咁实质上(我们只注意其代数运算，与此无 
关的东西就认为是非实质性的）相同的系统是大量存在的.为此， 
引人“同构”的概念. 

定义1设 （ G ， A ) 是个群， （ H ，。） 也是个群.如果 H ■是 
个双射，且对任意^ 6 G 恒有 

f ( aAb ) = f { a )- f { b ), 

则说/是 G 到 H 的同构映射.如果有 C ； 到付的同构映射，就说 
( G ， A ) 和 ( H ,») 同构•有时 fs ] 单地说 G 和 H 同构，或 G 同构于 H . 
例1阿拉伯数字的集合 

1=1 …，_1，0，1，2,…1 
在+运算之下是个群. 

汉宇的小写数宇的集合 

H - 卜..，负一，0，一，二， 

在“加”运算之下也是个群. 

规定 I 到 H 的映射/， 

/(1) = 一， /( 2 )=二 ，…， 

即得群 （ G ，_ + >到 （ H , 加）的一个同构映射•群 （ G , + ) 和群 
(片,加)同构. 

例2设(1，+ )是整数加法群 ，（ E ,0 是偶数加法群， 

规定，每个对应 2 wC £：， 这个映射记为/,即 
f(m) = 2m, m Gl. 
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这是个单射.因为，当 w 弇 n 时 

f{m)~2m^2n =/(”）. 

这又是个双射.因为£中每个元/必然是某个整数的2倍， 
卯 l = 2 k =/( k ), k € l . 

同时，对任意 w ，》 €• I ，有 

f(m + n )=2 (m *-«) = /( m ) + /(« ). 

所以乂是（1, + )到 （ E ，+ ) 的同构映射， I 同构于 £. 

例3设 （ R . ， ■) 是正实数的乘法群，而 （ R , + >是实数加法 
群. . 

规定，任意正实数 . rGR , 对应实数 lg _ r ,则得到霣 + 到 R 的一 
个映射，记厶/，即 /( a )= l gJ ：, x 6 R ,. 

M 然， ./ 届单射.对任意 yGR ， 令.，:=10、_，则工>0, x 6 R * , 

a 

/(- t ) = lg x = lg L 0 ' y = y , 

即 / 为满射•从而 / 是双射.对任意 , 我们还有 
lg ( a • 6 ) = !g a + lg 6 . 

这就说明了 / 是 ( R +,•) 到 ( R ,+) 的同构映射. 

例 4 对任意群 （ G ，《) 而言， G 上的烜等映射是群 （ G ,。） 
到群 ( G ,。） 的同构映射. 

例5回忆第一章§6的例9.看群(1 3 , +) 和3阶对称群的子 
群幵=1(1),(12 3)，（13 2)|.它们的运算表是 


+ 

_0；_ 

1* 

r 


⑴ 

(12 3) 

(132) 


lr ~ 

1* 

2* 

⑴ 

⑴ 

(12 3) 

(13 2) 

r 、 

i ' 

2* 

0* 

(12 3) 

(12 3) 

(13 2) 

(1) 

2* , 

2 ' 

0 4 

i * 

(13 2) 

(13 2) 

(1) 

(12 3) 


只要让 ( T ，广，2*分别对应（1)，（1 2 3),(1 3 2) 则很容易看出这 
是个同构映射. 

例6我们知道，1, 3 上有乘法运算(第一章§6)， I l3 - 在 
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此乘法之下是个群，它的子群 G=\V ,5*，8'12 M 与复数的乘 
法群 U , — l , i ，- i 丨是同构的. 

建立 G 到 H 的对应/， 

/(1-) = 1, /(5 - ) = i , /(12*)=-1, /(8-)- - i , 

即可. 

读者可先想一下为什么能建立这样的对应，下面我们将给出 
更一般地关于循环群同构的结论. 

命题1设 ( G ， A ) 和 （ H ，。） 是群，/是 （ G , A ) 到的同构 
映射.那么 /( e c ) = ^,- 

证明由于在 H 中，我们有 

/( e G ) = /( e c ； Ap ( ； ) = /( e c )*/ Ce G ). 

用 /(k ) 的逆元乘等式两端，即得 e H = f ( e c ). | 

命理2条件如命题1.那么对于 G 中之任意元素 U ，都有 
/(，3=/(^ 1 )'其中/(幻- 1 即奸中元素/( £) )的逆元. 

证明因为 

/( a ) °/U '') = /(a Aa _ ')=/( e c ) = e „, 

所以 / U _ l ) 是 /< cO 在 H 中的逆.而群中任何元素的逆元素都是 
唯一的，故 / u ’ Os / ur 1 . | 

命題3设 A =|( G ， A )，（ H ,")，（ K，#)，--.i 
是由一些群构成的一个集合.我们在 A 中定义关系〜 ，（ f ；， A ) 〜 
( H ，= ) 当而且仅当 G 同构 H . 那么，〜是 A 上的等价关系. 

证明对任意 （ G , A )€ A , G 上的恒等映射乃是群同构 
映射，故有 CG , A ) 〜 （ G , A ). 即〜有反身性. 

如果 （ G , A ) 〜 ( H ,。），（ H ,。） 勿 ( K ，#)， 设/是 G 到 H ■的同 
构映射，容是 H 到 K 的同构映射•首先， /: G — H , K ， 则 

得映射 


由于/和 g 都是双射，从面 g / ■是个双射.其次，对任意 a ,66 G ， 有 
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gf ( a ^ b ) 

= g 〔/( aA 6)〕 （映射复合的定乂） 

= ^ C /(«) a /(^) ] (/ 是同构映射） 

= gif { a )) tig { f ( b )) (g 是同构映射） 


= & f ( a )^ & f { b ). (映射合成的定义） 

所以， g / 是 G 到 K 的同构映射.即〜有传递性. 

设/是 G 到 H 的同构映射，由于/是 G 到 
H 的双射，所以它是可逆映射，即有 H 到 G 的映厂 1 ，对任意 


有 


f '{ x ) = u , f { a ) = x . 

而且/ 1 也是双射.进一步，任取 ■ rijyGH , 则有使 

x = /( a ), y = f ( b ), ( * ) 

a = f ~'{ x ), b = f '{ y ). 

故 

而 / 是同构映射， /( a ) A /(6) = /( aA 6)， 所以， 

= /-' C /( a ^)) (/ 是同构映射） 

= aAb (厂 1 是/的逆） 

= f -'( x ) Ar '( y ). (见 （*) 式） 

这说明厂 1 是 H 到 G 的同构映射， （ H ,0 〜 （ G ， A ), 即关系巧有 
对 称性. 


总之，&是群之间的一个等价关系. | 

这样， 我们就可以把 G 同构于 H 说成 H 和 G 同构； G，H 同 
构等等. 

命题4任意《阶循环群都同构于 ( I n , + 乂 
证明设 （ G ，_) 是元素 g 生成的”阶循环群， G = ie ， g , …， 
，一 1 丨•规定， G 中元索 f 对应 T ，此映射记为/，即 
/(〆）= :• ， 0<i<n. 
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容易看 出 _/ 是 G 到 I ,的双射 .R 

/ W ) 

W J ) 

= /(d” 

=(/1 >) 1 - 


( 循环群中元素乘的规律） 
(/ 是同构映射） 

( 1 „ 是交换群，变记法） 


( 1 „ 的加法运算规律〉 


=f(g) + f(^). (/ 的定义） 

,/r 以， /_ 及 G 到 a ,㈠ 的同构映射 . 


r 


回过头来宥例5和例6 . 由丁 • S 3 中 


1(1),(1 2 3), (1 3 2)1 

是3阶循环群，它当然同构于 （ I ., ，+).又由于 

U ， i ，- 1， - “ 

的乘群仍是 i 生成的4阶循环胂 ，而 

U ' ,5" , L 2* ,8" } 

是 5" 生成的4阶循环群 ，它们 也是同构的. 

命题 5任意无限術环群都同构于整数加法群(1, + ). 

证明 设 G =〈 g 〉 是无限循环群.建立 G 到 I 的对应/， 

/( 〆 ）= !， , 61- 

由于 G 是无限阶的，当时,故对每个 ¥6(；, /是唯 
—确 定的，/ 是 G 到 1的映射.对 任意 ； 61 都有 

/(¥)=)， 

所以，/是个满射.另一方面，如果当然有/乒 j , 也就是 
尹 /( f ). 所以,/还是个单射.从面/是个双射.进而，对任 
意 f 都有 

. fU - g !) 

= f ( g if n (循环群中乘法规律） 

= i+j (/ 的 定义） 

=/ u ‘) +/(¥). (/ 的定义） 
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即/•是个同构映射. I 

关于命题4和命题5,其反面问题亦可解决，即 
命题6设群 CG ， A ) 同构于群而 G 是个循环群，则 
H 也是循环群. 

事实上，如果5是 G 的生成元，/是 G 到 H 的映射，则 f { g ) 
必为 H 的生成元. 

这是因为,对任意由于/是满射，必有 G 中元 a = 
使得 , 


/( a ) =/(g ) =.r . 

而/是同构映射，故当 i >0 B-I 

而当£<0 Si g ' 由命題1知 

而 - 与上面一样 i ) 个相乘后在/之下对应的等 
-丁-(-1)个/(反）相乘，即 

f (. g ' i ) = f { gY , . 

丛而有 

总之 ，有工 = /( g 广所以，/(互〉是 H 的生成元. 

由于群之间的同构映射首先是集合间的双射，所以同构的群 
的阶数相同 .（ 当它们是有限集时，其所含元素的数目 相同； 当它们 
是无限集时，能在它们之间建立双射，从集合论观点看，它们元数 
也认为相同 .） 

例 题1 群 a i3 叫 (T 丨， •） 的子群 ，12 N 和群 
Clia - fO " 丨， _) 的子群 H = u ' ,5*，7* ,11•丨不能同构. 

证明要说明两个群 （ G , A ) 和不同构，就要说明 G 到 
H 的任何映射/,不能同时满足两个条件 

(1) /为双射； 

(2) 对任意 a , 6 6 G 部有 f ( aAb ) = /( aV / U ) .也等于 
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说，上述两个条件有一个成立时，则 M — 个一定不成立.所以 ， G 
不同构于 H 的等价说法还有 

CD 如果/是 G 到 H ■的双射，那么必定有某一対 
f ( aAb )^/( u )- f ( b ). 

( T ) 如果/是 G 到 H 的映射，且对任意 a ,6 €G 都有 
/ UA 6) = / U )«/0), 则/必定不是双射. 

这些说法各有方便之处，在处理不同问題时，适当选择之，可 
使证明显得简洁. 

回 到该例题本身.设/是 G 到 H 的一个同构映射，然后推出 
矛盾. ! 

5•是 G 的生成元，其阶数为4.由命题6知 /(5* ■应该 
是 H 的生成元.但 H 不是循环群，它的龙素最高阶数‘为 2. | 

命题 7' 设（<^么），（只，。）和（；^#)是任意群，（0乂只， 
是 G 和 H 的外直积，而 

((GxH)xK,® 2 ) 

是（(^/^⑧^和^:^的外直积-同时-群 
(Gx HxK,®j) 

是 G , H , K 的外直积.那么（（ GXH ) XK ,® 2 )同构于 
(GXHXK,0 2 ). 

证明 建立笛卡尔积 （G xh ) XK ■到 Gx HXK 的映射/， 
对任意 a € G , H , x ^ K , 

f ((( a , u ), x )) = ( a , u , x ). 

这是个双射. 

€-^,WSS(U ，《 } ， _r) ，（（ 6 ， w) ， 30G(GXH)XK ， 

们都有 

f(((a , u ), x )® 2 (( b , v )， y ) 

= /(( a , u )®,( f >, v ), jr # y ) C ® 2 的定义） 

= /(( aA 6, u - v ), x # y ) (®, 的定义） 
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= ( a ^ d , u c v , x ^ y ) (f 的定义） 

= ( a , u,x )©3 ( b , v , y ) (@ 3 的定义） 

= f ((( a , u )^-) mf ((( b , v ), y ')). (/ 的定义） 
所以, / 是同构映射. I 

例题2 设 H 是所有形如 

2"'3" , m , n €• I 

的有理数在数的乘法之下构成的群 , I @ I 是整数加法群丨和整数 
加法群 I 的外直积.那么， I ® I 同构于 H . 

证明定义 I ®1 到 H 上的映射/,对任意（叫， n )€ l ® I ， 
/(( m ， W ))=2 m 3". 

容易看出，/是满射.进一步，如果有（7»,«),(/)，(/>€101,且 
2 m y =2 P 3 ? . 


将其两端同乘一数2 4 3/使得 

i k + i 

而且《»+々，《 + /,户+ 6,9+/均大于0.由整数的素数分解的唯 
一性，必有 


m + k = p + k , u + 1= q 

也就是= 9.这说明 / 是单射. 

对任意 （ m , w ),( i ，））€ l ® l ， 

/((w,»)©(/,j}) 

= 2 °'*' 

= 2"3"2'3 ; 

所以, / 是同构映射. ■ 

例題3在第二章§6的例2中，所有 n 阶实的可逆矩阵在 
矩阵乘法之下的群 G ， 所有 m 阶实的可■逆矩阵在矩阵乘法之下的 
群导出 它们的 外直积 G 0 H . 于是，群 G 同构于所有实的 w + 
n 阶的可逆分块矩阵 


(@的定义） ' 

(/ 的定义） 

〈数 乘有交换性、结合性） 
(/ 的定义） 
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(A 0)” 行 

l 0 xLrs 

行行 

在矩阵乘法之下构成的群 K . 

事实上，规定 G ® H 到的映射/, 

/((/\,X))= $) ， A6G, X^H. 

则 /' 是个双射，且对任意 A , B € G , x , yew 有 

JX ( A , X ) 0 ( B , Y )) - ■ ■■' 

- f {( AB , XY )) (外直积的定义），夂' 

= (1 f xy ) (/ 的定义 ):■ 

y ) (矩阵分块乘性质） 

= f (( A , X )) f (( B , Y )). (/ 的定义） 

这就证明 G ® H 和 K •是同构的. | 

本节最后，让我们回忆下第一章§5关于任意有限集上置 
换的定义.在讨论任意集合 A 上置换和彳1,2，...，《丨上置换时说 
了一段现在看来不够精确的话.这里，用同构术语来处理，就有 
命题 8 设 A 是有” 个元素的集合， G 是 A 到 A 的所有可逆 
映射在映射合成之下作成的群.那么 G 同构于 S „. 


证明 

设 A = ，《 2 ， 

对 A 到 A 的任意一个可逆变 

换; r ， 设 


z i, - •.. ，〉=气 

并记成 

t=f Q| 

a 2 … | 


U(ai) 

? r ( a 2 ) … 7 r ( a „) j ’ 

或者 




Qi a 2 … a „ 

n = 

K S … S 
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由于 ff 是双射， a,, ，…，\两两不同,且每个〜 （_/ = 1，2，…， 《) 必 
然出 现一次 ，所以数码^ 两两不同，1、，•••，&是 l,2，〜，w 

的一个 排列； 也就是说 



是集合彳1,2,…， n! 上的一个置换. 

对任意尤€0,令对应，，则得到群 G 到群 S„ 的一个双 
射/，/(«■) = 〆 - 

对任意 jt ，/ j €G， 可将其写成如下形式 

2 …V 

«■= , 

% "• a J.l 

tt -) 
a - J ' 

于是 

a> a 2 — a„j 
%弋…气 j ‘ 

同时，有 

/W =，= 卜 /2 … 1 
2 … 

U】*2 … l«J 

1 2 - n) 

Jl )2 ― jn )' 

恰好有 f ( 7 C > p ) = f ( jt )'> f ( p ). 

所以, / 是0到8„的同构映射 .G 同构于 S B . I 

例题4如果群 G 的阶数为4,但任何元素的阶数均不为4, 
把(1 2 , + ) 简记为 1 2 ,则 G^I 2 ®I 2 . 
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证明设 G 的元素是，其中 e 是 G 的恒等元.由拉 
格朗 H 定理知， G 的每个元素的阶数均能整除4,而它们的阶都不 
为4,故各元素的阶数只能为 1( 恒等元 e ) 或为 2( 元素 a ,6和 
从而，对任意 .r 6 G ,都有 . r 2 = c . 

对任意 a :，_ v € G ,又应有 

( xy ) 2 = xyxy = e, xy = y~ x x' y . 

但 . r : = e ，.7： = . j ：- 1 , 同样 y = y \ 上式说明 

-ry = > tr , 对任意 x , y € G , 

即 G 为交换群. 

对任意 a ' ,_ y £ G , 若则推出故当 x , y 为不同 
的非恒等元时 _ r ： y ^_ E ， 而且因为 z 的逆是 _ r 自 
己.这说明只能是另外一个非恒等元. 

我们可列出 G 的乘法表 



e 

a 

h 

C 

e 

e 

a 

b 

C 

a 

a 

e 

c 

b 

b 

b 

c 

e 

a 

c 

c 

b 

a 

e 

(这样的群称为 克莱因 ( Klein ) 四元群）.而 I 2 ® I 2 的乘法是 


(0-,0-) 

(0M*) 

(i. ， 0.) 

(1 M *) 

(0-.0-) 

(0-，0.) 

(OM*) 

(1.，0.) 

fr , i *) 

(0.,1_) 

(0M-) 

(o. ， o. ) 

(i. ， r) 

(1* ,0*) 

(1* ,0-) ; 

( l .，0.) 

(1M*) 

(o* ， o.) 

(o- ,r ) 

(1 M -) ! 

(r,r) 

<1‘ ， 0.) 

(o* ， r) 

(0* ,0*) 


只要令 e,a ,b ,c 分别对应 


(o*,o*),(o*,D,(r ,o*),(i*,r) 

犹得到 G 到 I *®!! 的一个间构映射. | 

例題5设群 G 是由非恒等元不同的 a , 6两个元素生成的， 
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且 ua = e f bfyh = e t ad = b 2 a. 证明： G 同构于对称群 S 3 . 

证明先看 G 中有哪些不同的元素.除 6 外，若^ = 1， 
则= A 2 6= 6 = e， 矛盾；若6 2 = 6 ,亦有 b - e 矛盾;若 fc 2 = a ，则 
6 4 = e， 从而66 3 = b - e, 亦为矛盾.所以 y e y a yb y b z 两两不同. 

若 由 aa - e ^ tU\ha — b 矛盾则<3 =泛；若 

ab - a %b = e 均有矛盾;若 ^ ft 2 亦推出 a — b y 矛盾. 故 ab 异 
于 e ， a ， b , b 2 • 

同理 fca 与 r，a ,6,6 2 均不等.若 u6 = 6a， 由 ab — b 2 a 推出 
h = 尸，为一矛盾. 

所以 e 、 u ， b ， b\ah、ba 是不同的6个元素•为了说明它们乘 
起来封闭，列表 



e 

a 

b 

b z 

ab 

ba 

e . 

e 

a 

b 

b z 

ab 

hi 

a , 

a 

e 

ab 

ba 

b 

h 2 

b 

1 b 

ba 

b 1 

€ 

a 

ah 

!;• 

b 2 

ab 

e 

b 

ba 

a 

ab 

ah 

b 1 

Ihi 

a 

e 

b 

ba 

ba 

b 

a 

ab 

b l 

e 

这里只要注意 6 2 <2 

= ab ， { ab ) a = 

b 2 a 2 = 

b 2 , b { ab )= 

b^a = a 


( ab)b = ( bba)b = ba . 

而且上乘法表说明 G 的运算由題设之三条件完全确定. 
在 Ss 中，令 a = (i 2)， 6 = (1 2 3), 则亦有 


aa- e 9 bbb = e , ab - bba = (2 3). 

故 S 3 与 G 有相同之乘法表， S ; 与同构， I 

下面的例题虽然简单，但这种思想在第四竜和第七章要反复 
出现. 

例題 6 设 /:A — B 是集合 A 到集合 H 的一个双射，冋时 
(4,0 是个群.那么，在 ii 上规定，任意 x . y ^ R 对应 
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/( 厂 1 U )./-'(>0)， 

则得到 B 上的-•.个二元运算，记为 * ，即 

-r * ^ = /(./"'(- t )*/' ' (>))• 

证明 ：（ b , *) 构成群，而 n /是群同构映射. 

分析由于/是双射，它有逆映射/、因此是由: c，：y 
唯一确定的. 

验证时一定要■分清哪些运算是在 ii 中进行，哪些运 算是在 A 
中进行. 

证明 任取 
(.r ^ y ) * z 

= /(/— U ) •/—()_))* 2 (*的定义） 

=/1〔广 /(/ '( a .)./- 1 (>.))〕./- | U)l (*的 定义） 

= /〔（/ (厂 1 /是恒等映射） 

=/\ r ' U )- ir > ( y )- r i Cz )^ (运算.是结合的） 
=/ tr l u )，/+ 1 /〔/— W / 1 (^)]}(/ 1 /是恒等映射） 

= x * (y * z ). ( * 的定义） 

设 e 是 （ A ,*) 的恒等元，那么对任意 _ r € C , 有 


x * f { e ) 

=/( 厂 1 u )，/+7 w ) ( + 的 定义） 

= /(/-'( x )- e ) (/ v 是恒等映射） 

=/( 厂 1 u )> ( 6 是為的恒等元〉 

= x . (// 1 是恒等映射). 

这说明 /( e ) 是 B 的右恒等元. 

下面先插进来证明/是保运算的， 

任取则 / U )，/( t )€ B . 由于/是双射，知 w = 
J ~' U ), k = .于是 

f ( u - v ) 

= '( y )) O 的定义） 

- x * y 

-/( u ) ^ /( v ). 
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接着再来证明对于 仃 意 x €/3, . r 必有右逆元. 

由于 /+ i (. r ) eA , A 是个群，从而必有 1*64 使/ '{ x)-v = e . 

于是 

f { r ' U )- u ) = f { e ), f . r ， ( x )^ f ( v )= J ( e ), 

也■就是 x * f { v ) = f { e ). 

于是知⑺， * )是个群，/是 （4,0 到 （ B ，* ) 的保运算的双 
射,/是群同构. ■ 

B 好像是 A 的影子 ，完 全随着 A 的运算而运算. 

习题一 

1. 设 G 是个群，取定 aSG , 规定仃意 I 刘应，得映射 /： x — 
a.ra 1 .证 明： f 是到 G 同构映射(通常称为是由 U 导出的内自同构）. 

2. 设/是群 G 到自己的同构映射（通常称为自同构.证明 ： H = 
(； : ./ U 0 -^IS C ； 的一个子群. 

3. 设 g 是个群, z 是 r , 的中心，即 

Z = I g G G I 观= gjr ，对任意 gf G ! . 

证明的充分必要条件是对任意一内自构/恒有 /(d = g . 

4'. 若群 G 之自同构都是恒等自同构，那么 G 的元素的阶数不大于 2. 

5. 对于有理败加群 ( Q , + )， 任意选定一个非零有理数 u ，规定，毎个有 
理数对应有理数 ox , 即 o _ r . 则/是 ( Q ,+ ) 的一个自同构.进一步证 
明：群 （ Q , + )的每个自同构必然都是其个有理数按上法导出的. 

6. 给出例子: G 和 H 都是群， G 同构于 H 的一个真群，同时 H 又同构 
于 C ； 的 一个真 子群. 

7. 证明成的子辟 1(1), 0 2)(3 4),(1 3)(2 4),(1 4)(2 3)! 同构于 
I 2 xl 2 .再证明：矩阵 

C ：)■(； - J'C ：)•(； °J 

在矩阵乘法之卜构成群且同构于 xl 2 .(它们都可称为克莱因四元群）. 

§2群上的可逆变换 

在第一章§ 6,我们讨论过任意非空集合 A 到自己的所有可 
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逆映射的集合 /( A ). 后来，在第二章 §1 中，作为例 6, 证明了 
/( A ) 在映射的复合运算之下构成群. 

当 A 是个有限集时， /( A ) 就是 A 上的对称群.关于 置换群 
的性质，读者已经有了初步了解. 

这一节要讨论群上的所有可逆映射在映射合成之下构成 
的群 KG) 的性质.最重要的结果是，任意群必同构于其上可逆映 
射构成的群的一个子群. 

--- 般的群，由于背景各异而千差万别，有了如上的“表示定 
理”，我们只要把群上可逆映射所构成的群讨论充分，则其他出之 
各处的群也就清楚 r . 

定义 1 设 （G,.) 是个群，将 G 到 G 的可逆映 射称为 G 上可 
逆变换 . G 上所 冇可逆变换在映射合 成之下构成群，记为 J(G). 

群 G 到 G 本身的同构映射称为 G 的自同构. 

命题 1 G 的所有自同构的集合 Aut(G) 是/(6>的一个子 
群. 

实际上，若 /: G — G , G 是同构映射，则 f - g -. G—G 

也是同构映射，即/。尽是 G 的自同构 ，广 

若 /:G— g 是同构映射，则它的逆映射/- 1 是 G 到 G 的同 
构 映射； 即 /€Aut(G), 则 / '6A u t(G). 

G 上的恒等映射 L 是自同构映射. 

所以， Am(G ) 是 /( G ) 的 T 群. | 

例理 1决定群 U ，+ ) 的所有可逆变换构成的群和所 
有自同构构成的群 Aut(r；). 

解 1 4 上的所有可逆变换，就是&上的所有置换，它有 24 个 
元素，如 


o* r 

2 * 

3， 1 

(0 - 1* 

2 1 

y 

(o' 1" 

2* 

3'J 

'lo* r 

r 

2. 

fo* r 

2 ， 

3 — 1 

fa" i* 

V 

y 

ir o* 


2' I 

， lr 2. 

y 
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等等. 

在这些置换中，只有把 (T 变成 (T 者才有可能是自同构，因为 
同构映射把恒等元（这里的 (T ) 变成恒等元. 

14有两个生成冗1 •和 3' 同构映射必须把生成元变成生成 
元. 

如果/是1 4 到 L 的0同构.则必有 

且 /(r ) = 1 或/( I ，〉= 3••若 /(r ) = i - ，则由于/是同构， 
必有 

/( 2 . ) = /(!' + 1 * )=/( 1 ') + /( 1 " )- 1 * + 1 " = 2 * , 
nr )=/(r +2 - )=/(D+/<2" )-r +2*-3*. 

从而/为恒等映射. 

若 /(r) = 3 ■，那么 

/(2") = /(1')+/(1")=3'+3*=2', 

/(3-) = /(r> + /(2-)=3_ + 2 * = r , 

即 

!o* r 2' 3*] 

~ lo* 3' 2, v\' 

所以, Auta ) 是个2阶群， 



命理 2 设 G 是个群， n 是 G 的一个固定元素.通过 a 可以 
得到 G 上的一个变换 A。 ，规定每个 x 6 G 对应 ox. ，即 
A a (x ) — ax t x^G . 

则 A fl 是 G 上的可逆变换，称为 a 左乘变换. 

证明由于 G 是个群，满足消去律，故对任意，由 
^Ay) = ay = cu: = ?. a {x), 

可推出 y = 从而知道 A„ 是个单射. 
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另一方面，对任意 g 6 C 7, 我们都有 

aa "'g = A„(a" 'g) , 

这说明七是个满射. 

总之，是个双射，是可逆变换，； | 
例1在（ I ， + ) 中，整数2和 -7 所确定的可逆变换 A 2 和 

入7为 

义 2 ( m ) = ,« + 2, X m ) =■ m ~ 1 , m GI . 

例 2 在 3 阶对称群 S , 中，取 ^(1 2)， 则 
A „(( l ))-(1 2), A fl ((l 2))-(1), 

A, ; ((l 3)) = (1 3 2), A ff ((23))-(1 23), 

(( 1 2 3)) = (2 3), A fl ((132)) = (13). 

命题3设 G 是个群，中元素的所有左乘变换的集合 L = 
UjaGG ! 是 KG ) 的一个子群. 

证明设^是(7的恒等元，则 

A, (,r ) = ex = x , £ G , 

即 A , = &€/((;). 

对任意 A u ， 6 L , n , €■ G , 由于 

( A „ =^„(^,,(^)) = ^==^(^) 

知、。々 =U 6 f ⑹ . 

对任意 A 0 ^ L , a 6 G , 由 

(W 1 ) ( j:) =aa 

知道 A ， A „ « = 即 A ,,- i 是总 的逆，而且 A„-i 6 L . 

所以， L 是 J ( G ) 的一个子群. I 

例题2设 G 是3阶对称群$.求 L . 

解利用第二章§3例1所给出的&的乘法表，可以看出 L 
中6个元素是 
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P, 

p 2 

p. 

-p. 

Ps 

P 6 

i J , 

Pi 

p.. 

P4 

P, 

P 6 


p 2 

p s 

p. 

Ps 

P h 

p 2 

p, 

n 

Ps 

p. 

P, 

p, 

p. 

p. 

P4 

p 5 


p 3 

p. 

F, 

p. 

P2 

P 4 

p, 

p 2 


Pa 

P5 

P 6 



Ps 

Py 

p 3 

Pi 

-P) 

Pi 

p 3 

P 4 

P5 

P, 


p, 

p 4 

Pi 

p. 

P, 

p, 

p : 

p. 

P, 

Ps 

P„ 

p„ 

p. 

p 2 

P, 

F, 

Ps 


我们早已说过，既然每个元素都有宇母现可将其都去掉， 
即令 P, 对应，则 L P( 对应 S<, 屮的置换 

(1), (1 2)(3 6)(45), 

(13)(25)(46)， (1 4)(2 6)(3 5), 

(1 5 6)(2 3 4), (1 6 5)(2 4 3). 

即 L 同构于&的由上述6个元索构成的子群 L' | 

命题4设 G 为任意一个群， L 是其元素导出的所有左乘变 
换形成的群，则 G 同构于群乙. 

证明定义群 G 到群 L 的映射/， /UX, a&G. 

先来说明/是个双射.若 a，6eG，a 关6,则 ae ^ be , A a 0) 
关 A s (e). 但两个映射相等的充分必要条件是它们对 G 的每个元 
都作用都相同，故 A a ^A 6; 从而 

f{a) = \„^X b = f(b) , 

这说明/是个单射. 

另•方面， L 中的每个元素 A a 必是 G 中元素导出的一个左乘 
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变换，同时 

/(«) = A„, 

所以，/还是个满射. 

进一步，可以证明，对任盘^6 G ,都有 
f { ab ) = f { a )° f { b ). 

因为 这是一 个映射的等式，我们只要 E 明等式左端映射和 右端映 
射作用在 G 的每个元素上结果柑同. 

对任意 .r6(7, 有 

f{ab){a:) 

(/ 的定义） 

= { ub)x (A& 的定义） 

= «Ur) (G 中有钆合律） 

= K (. b . v ) (A。 的定义） 

= A u U,U_)> (芯的定义〉 

= (A,.^J(.r ) (映射合成的定义） 

= (/(«V/(M>U)/； 的定义） 

所以， /(M〉=/U)。/ (幻. 

这就证明了， G 同构于 L . | 

综合命题 2、 命题 3和命题4,即得著名 的凯莱 （ Cayley ) 定理 
如下： 

定理 毎个群 G 都同构于其上所有可逆变换作成的群 f(G) 
的一个子群. | 

推论 每个《阶有限群必同构于《阶对称群 S ,, 的一个子 
群. 

事实上，设 G 是《阶群，那么上的可逆变换即称为 G 上置 
换,由上节之命题8知道 ， A h 所有置换作成的群 H 同构于 
!1,2,上的 H 换群 S ,. 由凯莱定理推出 G 同构于 H 的一个 
子群，从而 G 同构于 S ，， 的一个子群. | 
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凯莱定理表明，任意群都苘构于可逆变换群的-个子群.对 T 
变換群，特别是置换群，我们比较熟悉.这样，就可以用熟悉的东西 
来解释还不熟悉的东西. 

这种让任意群的每个元素都（同构地）对应一个可逆变换的作 
法，可以说是给任意群一个变换表示. 

例题3给出群（1 5 , + >的置换表示， 

解按前面给的符号做，有 



实际上，就是 ( 1 5 , + ) 同构于 S 5 中 （1 23 45) 生成的循环群. | 
例题 4 在凯莱定理的证明中，元素所导出的左乘变换起了 
很大作用，我们是否可以对应的使用元素导出的右乘交换同样地 
证明凯莱定理呢？ 


证明先检査一下命题2,3,4对右乘变换是否照样成立. 

设 G 是个群， a 是 G 中固定元素，通过^可以得到 G 上一个 
变换涔， 


p a { x )^ xa , 对每个 

则是 G 上可逆变换■证明的方法与命题2完全一样. 

进一步，设 G 中元素所有右乘变换构成的集合为 R ， 则 R 是 
KC ) 的子群.关键是，对 任意夂 ，作，由于对每个必有 
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( i o„ u l o i ,)(x)= p„(p,, (.1-)) = ^, (xb) = ( vb')a-.r(ba), 

即 A 。 内二〜 6 沢 . 

所以，有相应于命题 3 的结果. 

但是，从上式也可以苕出，在一般的非交换群中，规定 C 到 R 
的映射/, 

J(a ) = p„ , a^:G , 

则只会得到/是双射.对忏意 6 6 G ，有 

f{ab) = p^ = Pl rp a -/(&)/(«), 

而不一定永远有 

f(cih) = /'(a )f(b). 

所以，我们不能照搬命题 4. 佰是，可以有这样的结论:令 g 为 G 到 
R 的映射 


£•(“）= p a | , a6G. 

关于 g .G 到 R 的双射，读者可自证之.现在，任取证 
明 

g( ab ) = g(a)g(b). 

因为等式之两端均为 C 上变换，我们只 要证明 ，它们作用在 
G 的每一个元素 x 上效果都相同 .事 实上，有 
g(ab)(x) 

=P! 必 ) _| ( 工） ig 的定义） 

= X ( ab ) ' (p 的定义） 

= xb ~' a' 1 {{ ab )~' = b' l a " i ) 

= (V (x))o 1 (p 的定义） 

= |O tt - l 〔/V_(.r)〕（p 的定义） 

= (p。 |。& <)(00(映射合成的定义） 

= [g , (a)g(6))(. T 0g 的定义） 

这说明，从右侧出发同样可以证明凯莱定理. ■ 

关于群 G 上的可逆变换，还有一类比较重要的变换今后要经 
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常遇到（见习题一题 1). 

命題 5设 G 是个群，《是 G 的一个固定元素，通过 a 可导 
出一个 G 到 G 的映射 y ， 

( x ) = aa:a ~ , x 6 G. 

那么 I 必为 G 到 G 的同构映射. 

证明 对任意必有 

7, = K ° P ，' = Pa - > 。义》， 

其中々是《导出的左乘变换，& 导出的 A 乘变换.这只要 

着，对每个 . rGG ， 

y„ (j:) = axa 1 =a{p„ ，（工 ）） =(A.u )( 工〉， 

即可. 

由于每个左乘变换和匈个右乘变换都是可逆的，所以它们的 
乘积亦可逆， y ,, 为双射. 

进一步，对任意 I , G , 

y.. (.zy) = a(.cy)a 1 - (cu:a~' )(ayu ' 1 )= y a {x)y a (y), 

所以，是同构映射. I 

定义 2 设 G 是个群 的元素 a 所导出的映射 i 称为 a 导 
出 的内自同构. 

在第二章 §3 关于置换群的讨论中，我们知道，对有限集 S 的 
任意一个子集丁，若 G 是 S 上的一个置换群，则 
G r = fPeG | P ( T)£Ti 

是 G 的一个子群. 

一般地，若/是集合 A 到 A 本身的一个映射，了是/ V 的子 
集，且 

/( T ) QT , 

则说: T 是/的一个不 变子集 .此时/在 7' 上的限制 /1 T 就是7'到 
了本身的一个映射.这个概念广泛应用于数学的各个分支，特别 
是线性代数学、拓扑学、泛函分析等等. 
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定义 3 设 G 是个群， H •是 G 的一个子群，如果 H 在每个内 
9同构映射之下都不变，即对仟意 a GG , 任意 A ew , 都有 
aha ' 1 ^ H, 

则说 H 是 G 的不变子群或正规子群，并记成 H<I G . 

例3对任意群 G , 都有 G <1 G , [ e \< G . 

事实上，对任意由 

aen ' 1 = U I, 

即知 U 丨是 G 的不变子群. 

G 和 W 称为 G 的平凡的不变子群. 

例4当群 G 为交换群时，它的每个子群 ff 都是不变的. 
这是因为，对任意 a 6 G , h ^: H , aha ~' = aa s h = h H . 

例 S 在 3 阶对称群&中，子群 

H = |(1),(1 2 3),(1 3 2)1 

是$的不变子群. 

我们只要验证 a 为（12)，（| 3),(23), h 为 （123) 和 （1 32) 
的情形，其他情形是十分明显的.计算 

(1 2)023)(1 2广=(12)(1 2 3)(12) 
=(132)6«-. 

(1 3)(1 23)(1 3)=(1 3 
(2 3)(1 2 3)(2 3)-(1 3 2) eH , 

{1 2)(1 32)(1 2) = (1 2 3)6 H , 

(1 3)(1 3 2)(1 3) = (1 23)6/ r , 

(23)(1 32)(1 3)-(l23)eH. 

故有 H<G = S 3, 

事实上，此例是下面例题的特殊情形. 

例 6 在对称群各中，子群 

H - I 0),{12)| 

不是不变子群.因为 (12)6 H , 但 

(1 2 3)(1 2)(1 2 3)-'=-(1 2 3)(1 2)(1 3 2) 
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= (23)$W. 

命題 6 设 H 是群 G 的子群.那么 H 是 G 的不变子群的充 
分必要条件是对任意 gH = Hg. 

证明如果 H 是 G 的不变子群，我们来证明且 
Hg^gH. 

任取； y€^gH， 即 y = 由于 H 是不变子群，必有 

㈣ 'en. 

令 g.Tg ^ = •.子是得到 

尺 'j: = zg 6 Hg ， 

这说明 

同样，任取设 n «efr 由于 h ■是不变子群， 

应有 

设则得到 

ug = gzu^z gH . 

也就是 Hg^gH. 所以 gH = Hg. 

反过来，如果对任意 G, 它的左陪集 g H 恒与其右陪集 
相等，那么对任意和任意由于 
ah €■ uH= Ha 

知道必有 16H 使得 

ah = _ru € Ha ; 

从而 

aka " 1 = x G H. 

所以， W 是 G 的不变子群. I 

例题 S 设 H 是群 G 的子群， G 的阶数有限，且 |G| 二 
2| Wl . 则 H 必为 G 的不变子群. 

证明在第二章§5的例题中，我们已经证明了，此时 G 对 
H 只有两个陪集，每个左陪集都是右陪集.即对任意 a e G ,都有 
aH=Ha. | 
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例题 6 设 A ，23 是群.那么的不变 子群； 
同样 MglUJ 也是 A ® B 的不变子群. 

证明对任意 U ， 6)6AXB 及任意 （〜，工） 6| 。丨 XB, 有 
(a , b )( e , x )( a , b ) ' 

= { a , b )( e ,. i .)( a~ l , b ~') 

={aea , bxb ~' ) 

G I x 召 ， 

所以，丨的不变子群， 

例甄7设 G 是个群， K 是其子群， W 是 G 的不变子群.则 
KN = NK 且 KN 也是 G 的子群. 

证明注意， KN= G lx = 妯，々 €K, .由于 

NOG, 故任取 .t€KN, 

工 = kh , K , N. 

那么，都应有 kh 云 kN = Nk ^ NK . 这说明 KNSNK. 对称地，还 
有 NKSKM. 所以，有 NK = KN . 

进一步，由 于化 € )V, «(. € iC ,从而有=叱以 NK. 

再任取 A ,, GN 和々， ，左6 K. 由于 
k t h 2 ^ KN ^ NK , 

则必有 k 2 eK , 使得 / l2 = /z j 3 . 于是 

( hik ^ ihiki )^ h i ( h 2 k ? ,) k z = ( h l h 3 )( k 2 k 2 )€ NK . 

同时,对任意 , A€iV， 有 

(hky' =k-’ h '€KN=NK, 

从而 NK 中元素的逆元仍在 WK 中. 

所以， NfC 是 G 的了-群. 1 

命题7设 N 和 H 都是群 G 的不变子群，则 ZVH 也是 G 的 
不变子群. 

证明据命题6已知 jVH 是 G 的子群.并且，对任意 ntiV, 
AG// 和任意 aGG 有 
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(外直积中求逆元〉 
(外直积的乘法） 

(aea 1 = e) 

I 



a ( nh)a ' 1 = (ana 1 )( aha ~ 1 ). 

但是 N 和 H 都是 G 的不变子群，从而 

ana 1 €■ N, aha 6 H; 

进而有 — I 

命題 8 设 G 是个 群，； V。都是 G 的不变子群， a 6JVf. 那么 
N = Q M N a 也是 G 的不变子群. 

°证明我们已经知道 N 是 G 的子群，而对任意 a6G 及任 
意由于同时 N a 为 G 的不变子群，故有 
aha 1 $ N 0 ,对所有 a:6M. 

于是 wNtTC p_JV u = /V. I 

为帮助读 i 加深对命题7和8的理解，我们再举几个例子. 
例题8 都是群 G 的？群不能保障 KH ■必为 G 的子 

群- 

如，在对称群$中，取 

K = | ⑴， （1 2)h H=Hl),(l 3)}, 

它们都是&的子群，但 

KH-|(1),(12),(13),(132)| 

不是 S 3 的子群4 3 是6阶群.不会有4阶的子群. | 

例题9设 G 是所有 n 阶非奇异的实矩阵在矩阵乘法之下 
作成的群， H 是其中行列式值为1的矩阵形成的子群，那么 H 是 
G 的不变 子群. 

证明任取 A6G, 由于 A 非奇异，知道必然有 

\ A \^ O . m \ B \ =1，所以 

IABA — 1 丨= [A| !fi| \ A \ ! = l , 

即 AOA-ieH. I 

我们知道，如果 H 是 G 的子群， K 是 H 的子群，则 K 也是 G 
的子群. 

但是，如果 H 是 G 的子群， K 是 H 的不变子群，那么 K 未必 
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& G 的不变子群.因为 K 是 H 的不变子群的充要条件是对任意 
是 G K 和任意 A W , 有 

hkh ! G Ff; 

这个条件不能保障对任意左云 k 和任意 有於 g 1 ew . 

最简单的反例，如果 W 是 G 的子群而不是不变子群，那么 H 
是 H 本身的不变子群，但 H 不是 G 的不变子群. 

进一步问，不变子群的不变？群是否为原群的不变子群，可用 
下例说明之. 

用 H 代表4阶对称群&中所有偶置换作成的子群 .由于 
| Sj 二2丨 Hi ，知 H 是&的不变子群. 

令 

K = Ul),(l 2)(3 4),(1 3)(2 4),(1 4)(2 3)1 , 

则 K 是 H 的子群.这是 因为， K 中4个置换都是偶置换，而它们 
之间的乘法表如下 


( 1 ) 

(12) (34) 

(13) (24) 
(1 4)(2 3) 


(1) (1 2)(3 4) (1 3)(2 4) (1 4)(2 3) 

⑴ (1 2)(3 4) (1 3)(2 4) (1 4)(2 3) 

(12) (4 3) (1) 0 4)(2 3) (1 3)(2 4) 

(13) (24) (1 4)(2 3) (1) (1 2)(34) 

(1 4)(23) (1 3)(2 4) (L 2)(34) (1) 


它的特点是每个元素的阶数为2,除单位置换外，任意2个不同的 
置换乘积等于另外一个.这 是一个 颇有典型性的四元群（见习题一 
之题 7). 

对任意 ttGH ■，设 




• ) k 
1 2 3 


其中是数字丨，2,3,4的一个排列.计算 ； r(l 2)(3 4) 
«■"' ，应有 
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7T 


2 14 3 {12)(43) 

7Z 

j i i k 

故 Ml 2)(3 M ， 1 = 同理， ； r(l 3)(2 4)；^ 和 

7 r < I 4)(23 )^r 1 也在 K 中.这说明 K 是 H 的不变子群. 

再进一步 ， L = f (1),(1 2)(3 4) 丨是 K 的不变子群，因为 K 
是交换群：每个子群都是其不变子群. 

但， L 不是群 H 的不变子群.因为 （1 2 3) 是偶置换，即 （1 23) 
€ H , 但 

(1 2 3)(1 2)(3 4)(1 2 3)-' 


=(I 23)(1 2)(3 4)(1 3 2) 

= (1 4)(3 2)^/.. 

例题10在所有复的可逆2阶矩阵构成的乘法群中，矩阵 

Hi ；)--(o MW 

和 



c 




0 

0 




o 1 )- 


作成一个子群（第二章 § 2 习题）.证 明： 读雔的每个子群都是其不 
变子群. 

证明注意此群 G 的运箅特点， 

A 2 = - I , B 2 = - I , C J =-/. 

又该群之阶数为 8, 其非平凡子群之阶数只能为2或 4. 

子群若含 A 或 - A 则必含 A 2 =- im (~ A ) 2 =- f ,其阶数 
必大于2,故它的2阶子群不能含± A , ± B 或± C ，只能是 
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而 


K = U , - r , A ,- A ], /. = !/, 

J =\ I ,- I , C ,~ C \ 

都是该群之子群.同时，子群含 A 和 B 时，由 = C , 知必含 C . 
从而阶数大于4.同理,4阶子解不能同时含 B 和 C '、 B 和 - C、A 
和 - C 等等.即只能有上述3个4阶子群. 

因为丨和 - f 与 G 的每个元絜的乘积均可交换顺序， H 显然 
是 （； 的不变子群. 

注意 A , fi , C S 个元素屮任意两个的乘积必为另一元或其负 
矩阵.这样，很容易算出 

BAB 1 =< - (：){- B ) = CB = - A , 

CAC ：-' = B ( - C )= - BC = - A , 

所以，丨/, -/， A , 丨为 G 的不变子群. | 

例题11设 G 是个群.那么， G 中所有形如 
a,b l ai l bi l a 2 /} 2 i/,' bj' , k = 1，2 ,… 

的元素的集合 X 是 G 的一个不变子群. 

证明用 e 代表 G 之恒等元，则 e _ 1 ， 1 6兄 

ex , 它们的乘积 

仍有所述形式，亦属于 X . 

，对任它的逆元 

f>„a„b „ „ 1 • • • 61 <2,6 ' <2 1 ~' 

仍有相同形式，亦属于 X . 

所以， X 是 G 的子群. 

对任意 a€G 及任意 

= ( a «, a " 1 )( a 6| a " l )(£ W | a " l )"'( afc l < j ') 1 -'- 

( aa„a 1 )( ub r a 1 )( cut,.a 1 ) " 1 ( ab„a _i )" ; 
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仍在 X 中.故 X 是 G 的不变子群. I 

定义 4 设 G 是个群， G 中由所求换位子元素 
aba 1 b 1 , a , b ^ G 
生成的子群（即所有形如 

a l b , ai l b ',' a 2 b 2 a 2 ' b ^' , n =1，2,… 

的 集合)称为是 G 的换位子群. 

定义 S 若群不含非平凡的不变子群则称为 单群. 

单群概念说起来简单，但单群的结构并不简简单单 地一致 ，即 
便是 有限单群也分成很多复杂的类型. 

习题二 

1. 给比1 5 加 W 的所有 fl 冋构. 

2. 所有实的 n 元列所构成的加群 ( R " , + ) 中，取定一个《阶可逆实矩 
阵 A ，对任意 ( a , ，…, ， 即 a , ，…， a „ 6 R ， 令其对应 （ a , ，…，.则 

/:(£?, ，…， )A 

是 ( R ", + ) S 1( R ', + )的一个自同构. 

3. 设 H 是群 G 的不变子群，且 H 的阶数等于2.证 明: Z 是 G 
的中心. 

4. 用 A 。 代表群 G 中元素 a 导出的左乘变换, A 代表元索6导出的右 
乘变换.证明： / i » A 。 = X a p b . 

y ■ 设 G 是个群, H 和 K 都是《的不变子群，且 f/HK = UI . 那么， 
对任意 x ^: H , ,恒有 xy = yx . 

6. 设 G = ie , a , 6, d 是克莱 S 四元群，其乘法表是 


b_ 

b 


b 


证明： G 的所有自同构组成的群 Am ( G ) 同构于对称群 Sj . 


b 
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§3 群的同态 

两个群 同构时 ，尤如个是另一个的 复制品 ，其大小和结构完 
全相同. 

比同构更-般的概念是同态，尤如从照片上反映人物特性，地 
球仪反映地球表面，沙盘模拟战场，等等，后者表现前者在 -- 定要 
求下的基本属往，不要求一模一样. 

同态乃是一个群到另一个群的映射，不要求是双射，这样，映 
射的像通常比原来的群要来得‘‘小”些. 

同态概念 r 司样使用于环论、模论等几乎所有代数学领域，是戈 
数学的最重要概念之 

定义1设 （ g,o 是个群 ，（ h ，#) 也是个群，那么， G 到 H 的 
映射/ 称为是 G 到 H 的同 态映射 ，如果 对任意都有 
f { a ^ b ) = / U )¥ f { b ). 

粗略地说，同3 就码保 运算的映射. 

例1所奋的同构映射都足同态映射. 

例 2 整数加法群(1, + )到整数加法群自己（1, + )的映射/, 
f (7 t ,) = 2 m , 每个 m ^ l , 

是个同态映射 

例3任取=个实数 <7,由它导出一个从实数加群 （ R ，+ ) 到 
( R , + ) 的映射户,， 

■ p a { r ) = ar , 每个 f 6 R . 

由于对任意都有 
Pa (r + s ) 



- pAr ) + p a ( s ), 
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( p a 的定义） 

(实数加乘的分配律) 
的定义） 



故内为 （ R , +〉到 （ R , + ) 的同态映射. 

例 4" 设 ( G ， A )，（ H ^) S _, G ® H 是它们的处直积.规 
定，任意 U , A )6 GXH 对应 (7 中元圹则得 G @ H 到 G 的映射， 
记为即 


n t (( g , h )) = g , 每个 
则，是 G 0 H 到 G 的同态. 


事实上，对任意都有 

丌 _ ((gl ， ^tXSXfi-2-^2)) 

= n l t ( g ^ g 2 , h r l > 2 )) (⑧的定义） 

(7 T , 的定义> 

,hi ) A 7 T , ( g 2 ， D ). (? r l 的定义） 

例5设是所有实的"阶非奇异矩阵作成的乘法群.规 
定，每个矩阵 A € G ， 对应它的行列式 | A | ，则得 G 到非零实数乘 
法群的一个映射 

f(A)--=\A\, Aec. 

这是个同态映射，因为线性代数学中已经证明，对任意 A , 

恒有 

f(AB)=\AB\ = \A\\B\= /(A)/(B). 

例6设 S „ 是《阶对称群，规定 S N 到二元群的映射 
/,对任意 A €• S,, , 



则/是个同态映射. 


如果 A 为偶置换, 
如果 A 为奇置换. 


这是因为，我们证明过，任意两个《阶置换 A , B , 如杲它们奇 
偁性相同，则 / iB 为俱置换;如果它们的奇偁性相反，則 AB 为奇 
置換. 


置换之奇偁性相同，即 / M ) 和 /(_ B ) 同时为 e 或同时 
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为“，则 AS 为偶置换，即 /( AJ 3) 为 t 由于如=« =匕所以 
fiA ) f ( B )=/( AB '>. 

置换 A ， B 之奇偶性相反，即 /( A ) 和 /( B ) 中一个为 a ，—个 
为 e ， 则 AB 为奇置换，即 = = m = 

总之,不论何种情形，衍冇/< A )/< B ) = /( AB ). 故，/是同 
态映射. 

例7 对一固定的正整数"，我们来建立群（ I , + ) 到群 
(1„，+ )的一个冋态映射. 

对于( I 。，+ )的具体运算规律，读者可再复习一下第一章§ 6 

例 9. 

首先，建 立映射 /: I — I . 作法是，对 任意作除法，得 
ni-qn + r , 0^ r <« , 
r 是由; n 唯一确定的.而 r 唯一确定，，令 
/( w ) = r • ， 

即得1到的映射. 

对任意 w ] ， m 2 € 1,设 

m { — nq [ ^ r l9 O ^ r , < n , 

m 2 = nq 7 + r 2 , 0^ r 2 < n , ⑴ 

ri + r 2 = ^ + r , 0^ r < n . 

由 / 的定义，知 /(?«,) = r _，/( m 2 ) = .由群 （ I ,,，+ ) 中加法定 
义知 r ; + r ； = r ' ，所以，有 /< m 【 ）+/( w 2 ) = r .. 

另一方面，把 （1) 中 3 个等式连起来，得 

w 1 + w 2 = n( 9l + q 2 J tq ) + r , 0< r < n . 

故由/的定义知 

/( m , + m 2 ) = r '. 

所以 ， /(wti + m 2 )=/(?«,) + f ( m 2 ). 
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/ 是 I 到 I ,, 的同态映射. 

例题1设/是（1，+ >到（1，+ )的映射， 

/(.l ) = .1 ： 1 , X GI- 
说明/不是 I 到 I 的同态映射. 

证明取2,-261，则 

/C2)-4, /(-2)=4, 

(-2))'/-(0)=0,从而 

/(2+( — 2)) 关/(2)十/(-2). 

/不是（ I , +) 到（1, + )的同志映射. I 

命题丨设/是群 （ G ，。） 到 （ H "，#) 的同态映射.那么 
f { e G ) = e . 

证明对任意 /;6 H ， 有 

h ^. f ( e c ) 

-h^ /( e c a e G ) (k 。 e G = e G ) 

= h ^{ f { e G )^ f { e G )} (/ 是同态映射） 

. -(/^/(^))#/(^). (H 中有结合律） 

由于群 g 中有消去律，故 

h = h ^ /( (?,； ) , 

再由群 H 中恒等元的唯 - 性，即知 /(&) 是 H 的恒等元，即 

/ (e ( ,) = ea- I 

命题2设/是群到群 （ H "，#) 的同态映射，那么，对 
G 中任意元素 g , 元素 /( g ) 在 H 中的逆元素恰为 /( g _1 乂即 

证明由于 / U c ) = e „ ，且 

f ( g )^ f ( g ~ 1 ) = f ( g a g ~')= f ( e G ) = e ll , 

敁 / u ， 是 /( 尽)的逆元素， /(^ H / ur 1 . I 

命题3设/是群 （ G ,«> 到群 （ H ， 井）的同态映射，那么 H 中 
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恒等元的原像 

K = f~' (e H ) - \ g^: G \ - en\ 

是 G 的不变子群. 

证明首先，由命题 1 知，/(化）=句，故〜 6K. 
其次，若 fl ,6€K ■，即 = 印，/(6)=印，则 
f(.a°b) = f (a) t( f(b) = e lf # e H = p H , 


即 a ° fteK . 


再次，若 a eK ， 即 / u ) = e „ ，则 

Aa~ t ) = f(a)^^e H ' = e ll> 

即 a -' eK . 


这说明 K 是 G 的--个子群. 
最后，任取 gGG ，《6 K ， 都有 
f (. g ° a ° g '') 

= Ag )^ fig -') 
= Ag )^ f (. g )-' 


(/ 是同态映射） 
(a€:K, f(a) = e,,) 
(叫是片的恒等元） 
(/( g —) 是 /( g ) 的逆） 


即 g a a a g ~' € K . 

所以， K ： 是 G 的不变子群. | 

定义2设/是群 ( G ,。） 到 （ H , 40 的一 个同态映射,那么称 
e H 的原像为映射/的核，记为 Ker (/). 


例2中，1的恒等元是0,若 f ( m ) = 2 m =0,则 w = 0, 故 
Ker (/) H 0|. 

例4中， G 的恒等元是 eG ' ，若1((容，0) = 8 =印，则 
= ( e c ， A )， 也就是说 


Ker(/) = H'=\(g,h)€: G®W \g = e.-；\. 
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其中 H ' 等的性质读者可复习第二章§6命题 3. 

例5中，实数乘法群的恒等元是数 U 故 

K er (/) = M & G || A !=1 丨， 

即所有行列式为1的矩阵的集合 H (见§2的例题）恰为/的梭. 

例6中，二元群 U ， al 之恒等元为<•， e 的原像乃是全体偶置 
换听构成的集合. 

例 7 中， 1,, 的零元是 (T , jXm)=0 - 当而且仅当 w = 叫，即 
n 整除 w ,故 Ker/= /" 1 (0" ) = I ■ - M ,0, « , • ■ • | . 

命题4如果/是群 （ G ', =〉 到群 （ H , #) 的同态映射， g 是群 
) 的同态映射，则 g / ■是群 （ G ，。） 到群 （ K , 

的一 个同态映射. 

证明要证明 G 到 K 的 映射# ;/是群的同态映射， : 我们任取 
则有 

igf ) ia ^ b ) 

= g ( f ( a ^ b )) (映射合成的定义） 

= gU \ a )^ f ( b )) ( g 是同态映射） 

= g { f ( a ))* g { f ( b )} U 是同态映射） 

= ( gf '>{ a )*{ gf ){ b ). (映射合成和定义） 

命題得证. | 

对于群的同态映射 /:G — K 和 / j:G — K , 如果 
*=_ g _/， 则映射的图形图 3-1 可交换.反过来，上面的困形恒意味 
着 /， g 都是群的同态，且 A = g /. _ 

定理 1设/是群 （ G ，。） 到群 （ H ,#) 的同态映射， g 是群 
(^#)到群（尺，*)的同态映射.那么，有 

Ker ( gA )=/- | CKer ( g )). 

证明首先要搞淸楚， g / 是 G 到 K 的映射 . Ker ( g /) 是 G 
的一个子集合 . g 是 H 到 K 的映射， K er ( g ) 是 H 的子集， 
/ M ( KeKg )) 是 <7的子集•我们要证明的是 G 中的子集的等式. 
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任取 ，如果 a€Ker(gf), 


即 

； 山于 （£f)U) = 互 （/(«)) = 〜 ，知道 

__X /U)€ Ker(g) ，故而得到 

H ~ > L a ^_ r '( Ker ( g )). 

反过来，如杲 G 的元素 a € 
图 3_1 / ^ KerU )), 由原像的定义知 

/(a)eKer(^), /(«) 是 U 中的一个元素，它在 g 的核中，按核 
的定义，就是 

g{f{ci)')={gf){a) = e K , 

从而 a € Ker(g/). 

所以， K er (g/)S/ 1 (KcrU〉） 匚 KW), 也就是 

Ker ( 互 /):/ 」 (Ker( 5 )). I 

例题 2 设 / 是 ( I, + ) 到 （I 8 , +) 的映射， 

f{m) = r’，m =8y -1- r , 0^r<8 
(见例 7); 而 g 是 (I 8 , + ) 到本身 （I s ，+ ) 的映射， 
g{i' ) = i" t i * , i " G la . 

我们已经知道 / 是同态映射, g 是同态映射由读者自证，求 
Kex{gf). 

解0‘是知的恒等元，若广61 8 使 

- ff ( i ') = r +r = o ', 

按着1 8 的加 法规则，应有 

i + i=8q , 0 ^ ?' < 8 . 

也就是整数2;应能被8整除，这样 i 只有0和4.即 
Ker(g)= 10.，4, I. 

由定理 1，知 Ker(2/)=/-'(|0* ,4•丨），故 



Ker ( g /) = I •••, - 8, -4,0,4,8, I . I 

定理 2 设 / 是群 （ f ;， 。）到群 （ H , #) 的同态映射 ，片是 
( H , # ) 到群 （ K ，* ) 的同态映射.那么 lmg (/ 3 /) = ^( rmg (/)). 

证明由于 g / 是 G 到 K ■的映射，故它的像是 K •的 
子集.同时是 H 的一个子集，它在尺之 卜的像 g ( Img ( f )) 
也是 K 的一 个子集.我们要证明的是 K 中两个子集相等. 

若奋 G K ， ft 6 Img ( g /) ，即有 a 6 (7 ,使 
k = (gj')(u)'= g{f{a)) , 

因为 /( <1 ) G Img (/) , 故 

这:说明 Img ( g /)^ g ( lmg (/)). 

反过来，若 A6 K ， 是 Gg(lmg (/))， 即有 A GImg(/), g{h) 
= 々.由 / i € hng (/) 知道，必有 aGG , 使得 A =/ U ). 所以， 
k = g(k) = g(f(a)) = (gf)(a)€r hng(gf). 

这说明 gCIn s ( /'))^ Img ( g /). 

所以 ， y lmg (/)) = Img ( g /). I 

命题 5 设 / 是群 （ G ，。） 到群 （ H ,#> 的同态映射.如果 A 是 
G 的子群，则 /( A ) 是 H 的 子群; 如果 B 是 H 的子群，则 r '( B ) 
是 G 的子群 - 

证明由于 a 是 g 的子群，故化 eA ， 从而 / u c ) = fH 6 
/( A ). 

设 h 的元素 ue / u >， 即有 a jeA 使 

x=/(a), y = f{b), 

从而 a )#/(/?) =/( a 。6) .而 A 是 G 的子群， a ，66 A 
则故 x#;y = /( a °6) G /( A ). 

对任意: r . e / M ), x ^ f ( a ), aeA , 由于 A 是 G 的子群，故 
a -'€ A . 从而 /( a )- , -/( a - , } e /( A ). 

/( A > 是 H 的子群. 
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B 是 H 的子群，则印6 / j , 而命题 1表明 /( 々; ） ="印，故 

若 G 的元素 ud €/+ \⑴，即 

J'(m )&fi. j\b)^B, 

山于 B 是 H 的子群,/(：0芬/(幻6乃，故 

J ( a -- b )^ f ( a )# f ( b )^: B , - 

即 r '( B ). 

若 g 的元#即 / u ) e 儿由于 fi 是 H 的子群， 
必有 / or 1 e 据命题 2,有 = / u - i )€ b ， 也就是 
a " ' &/ l (B). 

所以，厂 Ub ) 是 g 的 r - 群. ■ 

可以看出，若 / 是 me 到群 ( h ,#) 的同态映射，则 /( f ;) 
可以反映出 G 的一些性质.如， G 有限则 /( G ) 有限； G 是可交换 
的则 /( G ) 也是可交换的， G 是循环群则 /( G ) 也是循环群，等等. 

由于 H 中有些元素并不定在/之下与 G 的元素对应，很难 
要求整个群 H “保持 ” G ' 的某些代数性质. 

定义3设 （ G ，。） 和体）都是群.如果有⑺，。〉到 （ H ,#) 
的同态映射/是满的，则说群 （ G , = ) 同态于群说 ( H ,#) 
是 （ G ,«) 的一个同态像. 

例如，（1, + )同态于0«, 十 ），也同态于 a ，+ ). i ® i 同态于 L 
命题6设/是群 （ G ，》) 到群 （ H ，#) 的满同态映射， A 是 G 
的不变子群， J 3 是 H 的不变子群.那么， /( A ) 是 H 的不变子群， 
是 G 的不变子群. 

证明命题5已指明/(_4)是 H 的子群，是 G 的子 
群. 

对任意 / iGH 及任意 /( d )6/( A >, aGA , 由于/是个满同 
态，必有 jf € G , /( 尽） 从而 

hHf( a )^fr' -fig)^f{a)^f{ g ~ l )= f{ g ^a^g- 1 ) , 
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但 A 是 G 的不变子群，必冇 g = 所以 

/'( A ) 是 H 的不变子群. 

对任意及任盘“€/ '( K ), 我们有 

山于 B 是 H 的不变子群，故 f { g )^ f { a )^ f { g y x ^ B . 所以， 
.这说明/^石）是 G 的一个不变子群- | 

定理3设/是群 （ G ，。） 到群 （ H ， tt ) 的同态映射.那么，/是 
单射的充分必要条件是 Ker (/) = U J ; i . 

证明如果/是单射，首先，有 

/ ( e 0 ) = e H 

同时，对 G 中任意元 < z ,只要《关 e , : .，则 

/ (^ )^f( e c ,) , f(a ) = ^ z e ll . 

所以， Ker (/)=/' 1 ( f ^ H ) - Se G I . 

反过来，如果 Ker (/) = U 丄那么，只要 《,6€ G ， f ( u ) = 
/幼）.则必有 

f ( a )^ jXb )- l = na '- b - l ) = e H . 

从而 a = 6 -'= ec ，a = 6 .这说明， / 是单射. 画 

把第一章§ 4的命题6搬到这 S ,有 

命题7设/是群 G 到群 H 的同态映射, B 为 H 的子群.则 

/( / ■ 1 (B)) = Bnimg(/). | 

同时，还有 

命® 8 设/是群 G 到群 H 的同态映射, A 是 G 的子群.则 
/"'(/ CA ))= AKer (/). 

证明因为 A 是 G 的子群， Ker (/) 是 G 的不变子群，上节例 
题中已证明 , AK er (/)- Ker (/) A 是 G 的子群. 

/\是 C 的子群， /( A ) 是 H 的子群，进而厂 ^/( A )) 是 G 的 
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子群. 

本命题要证明的是 G 中两个子群相等的问题. 

如果旯 GAKer (/)， 设 

g — ak , « €■ A , 々€ Ker (/). 

由 AGKer (/) 知 / U ) = f H , 所以， 

f ( g )= f ( a ^ k )= f (. a )^/( k ) 

= /( a ) G /( A ), ge /-'</( A )). 

这说明 AKer / ^/''(/( A )). 

反过来，如果 ge /^/ CA ))， 即 / U > G / U )， 则必有 
£) 6义，使/(^)=/(<1).于是,在 H 中， 

而 / 是同态映射，也就是 

Ker (/), g - GaKer (/) CAKer (/), 

这说明 /—(/( ADGAKeK /). I 

例題 3 条件如例 5 .用 £ 代表 《 阶单位矩阵.求 G 的子群 
iE ,- E 〖= H 所对应的 /^(/( H )). 

解 由于 Ker (/>=! A€dlAl =1!，故 

/' ， (/( H )) = HKer (/>=|£,-£ tKer (/). 

而 （- E ) K er (/) = |- a | I A | =1!，所以 

ffK e r (/) 二丨土 AGGllA 丨 =1| I 

从此例我们可以看到， G 的子群 H 只有两个元素，但它的像 
/( H ) 的原像厂 ^/( H )) 却比 H 要大的多，它包含了 也包含 

了 Ker (/). 

又如，在例7中取 n =8.看 I 的子群 

-A = !•■•, -6,0,6,…I • 

先计算 /( A ). 有 

-6 = -1 X 8 + 2, /(-6)=2* , 

0 =0x8 + 0, /(0)=0', 
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6 = 0x8 + 6, f(6)=6 " , 

12=1 x 8 + 4, /(12) = 4* , 

18 = 2x8 + 2 , /( ⑻ = 2' ，…. 

即 /( 為 ）=!()• ，2'，4‘，6•丨，它是 I a 的一个子群. 

而./(4>的原像厂 ^/( A 〉）， 也就是 (T ， 4 '，6‘ 四个元素 

的原像的并集，应为 

1 …，-6,2,10,…丨 11卜.，-8,0,8，一|， 

也就是 

j -6, - 4, - 2,0,2 ,4，6,…！， 

即全体偶数集作成的子群. . 

用命题7的公式算，它应当是 A + KeK /)， 即 

)•••, -6,0,6,---| + !•••, -8,0,8,••• I 
- i -',{-6 + 0),(-12 + 8),(-8 + 6 ), 0 ,( 8 +(- 6 )),-'| 

= i -.,-6，_4，-2,0,2,4，.. i , 

也得到偁数集. 

力了说话方便，我们把定理3的一个简单而有用的推论写成 
命题9群 （ G ，。） 到群 ( H ,#) 的满同态映射/是同构映射， 
当而且只当， Kei ：(/)= U „ 丨， I 

例题4设/是群 （ G ，0 到群 （ H , A ) 的同态映射,那 
么，对任意 6€ G ， A € a K er (/) 的充分必要条件是 /( A ) = /( a ). 
证明若 /( M '/' U >， 则 

= f(a ') Af ( b ) (/ 是群同态映射） 

= /( a )-' A /(6) (命题 2) 

= e H - if { a )~ f { b )) 

这表明《 _ 1 • 6 6 Ker (/) ，也就是6 e aKer (/). 

反之，若 66 aKer (_/) ，设 _ rGKer 〈./"〉 使 b = a.x 那么，应有 
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I. -.(x ,y. z)~^( x + 2y ~ z, 2x ~iy~z,.r — y — 2z). 

证明 ：！_ 是 （ R 3 ，） 到 （ R -‘，+ ) 的群同态并求出 L 的核. 

4. 用(^代表非零复数的乘法群，用 R ’ 代表正实数乘法群. 证明： 
a-.a + ib-''/ u 2 -i b' , a ,b^:V. 

是 C •到 IT 的群同态.并绐出 o 的核. 

5'. SS 数加群丨的直积 lx I 到【的映射 

(»:(”！，+ V . ( W ,，!）€ IX I. 

证明：0进群同态映射，并求出的咳. 

§4 商 群 

如果 , v 是群 G 的一个不变子群.那么，利用 W 可导出 G 的 
--- 个等价关系 ， f 6当 M 且仅当 a ^ AGiV ， 也就是^,6属于 N 
的同一个左陪集. 

由于是不变子群，每一个左陪集就是一个右陪集，其陪集 

不区分左右,简称为陪集. 

对于等价关系~，我们可得到 G 的一个商集(5,它的每个元 
素都是 JV 的一个陪集，即 G = U / V ， WV ，... 1 . 

在第二章§4中，我们很自然地把整数集丨对模„关系的商 
集 

I- [[«]>[*],■■■! 

定义成一个群(〗,田） . 〗的运算是由 I 的加法运算派生出来的. 

现在，要讨论如何将任意群 G 对其不变子群/ V 的商集定义 
成群.这样得到的群即是所说的商群. 

还要证明，群 G 的每个同态像必然冋构于 G 的一个商群.这 
样，从同构的观点看，只要把群的所有商群的结构研究清楚，那么 
它的所有同态像也就清楚了.可见商群的概念是相当重要的. 

本节要讲的同态基本定理实际上也是整个群的理论的基本定 
理，所以这一节在整个抽象代数学的教学中是特别值得重视的. 
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定理 1 设 N 是群 （ C ; ，。 ） 的一个不变于群， GIN 代表 G 对 N 
的所有陪集构成的集合，规定，任意 ，， AN € G / N ,对应心/ N 
的元素 （《«6) N , 则得到 GIN 的一个运算，记为 # ,即 
aNit bN= {a-b)N. 

进一步 ，（ G / N ， tf ) 是个群. 

证明 苘先来证明是由 dN 和 WV 唯一确定的，与陪 
集代表元的选择无关.这就是在第二章已经强调过的定义的合理 
性问题. 

设 “, iv = a 2 i \, ~/ V =~ iV . 那么，必有 使得 

a { = a 2 IJ u , b t = (? 2 <i v. 

从而《,。6, = a ， U -6 7 > v . 由于 N 是 G 的不变子群，而 
u c b 2 C Nb 2 = b 2 N, 

又必有 zv6 N ， 使 u° b 2 = bz° w . 于是 

a^b, = a 2 °(l>z° w)° v = (a 2 0 b 2 ) <, x , 

其中和《 2 »6 2 在同一个陪集中， 

(a^bi )iV = (a 2 °bi 、 N. 

即，无论代表元如何选取，得到的都是同一个陪集. 

所以，规定 UN ,6 N ) 对应 （^6) iV , 记 
aNtt 6 N = ( a ^) JV , 

就得到 G / A ； 的一个运算社. 

进一步，任取 G/N 的 3 个元素，设为 aN,bN,cN . 则必有 
( aN ^ l > N)^cN 

= ( a ° fc ) N#CN (# 的定义） 

= ((«^)" c)N 的定 义） 

= (a = (6° c))N (。满足结合律） 

= aN ^( b - c)N (# 的定义） 

= aN #(6 N ^ c - N ), (枯的定义） 
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这说明 ，# 满足结合律. 

又 kNGG/N, 且对任意陪集 aN ， 有 
e o maN 

= { e a ^ a)N (#的定义） 

• = aN , (e c 是 G 的恒等元） 

即 G / N 有一个左恒等元 e f; N = N . 

最后，对任意 aNGG / N , 看 a -、 N 云 GIN ， 有 

aHN 

^( a -'^ a)N C# 的定义） 

= e c N (ti _1 是 a 的逆元） 

= N ， （ 在 iV 中） 

BP a iJV 是的左逆元. 

所以， <G/iV,#) 是个群. ■ 

定义1设/ V是群 （G，《) 的不变子群.在商集 G/N 中规定 
aN^bN^(a^b)N-, aN,bNeGiN. 

则作成群，称为群 （ G，°) 对不变子群/V的商群. 

这里，有两件事要引起读者注意. 

第一，定理1的证明中，运算#的合理性的验证是必要的，不 
是说，对任意子群IV，对其左等价关系的商集 G/N, 规定 
aN * bN ={ a ° b)N 

都有意义. 

例如，设 G 是所有2阶非奇异的实矩阵在矩阵乘法下构成的 
群，且 

^l AeG,A = (o ；')- ^ R |- 

则 H 是 G 的一个子群. 

用 GlH 代表 G 对 N 的所有左陪集构成的 集合- 现规定，任意 
aH, 讲6匸/只对应（《/，讲，并且记 aH ^ bH ={ ab ) H , …… • 
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这是行不通的.因为 

?) H= I(1 Ji)l 忐 R l’ 

^) H = i(-i 二)卜 H . 

容易看出 

(im (; >=(;->， 

(-\ 1 ;)--(人 r (―\ >=(— \ j 

但是 


( ； V)(K 1 )' 

这就是说，取定 G / H 的两个元素 

1 (! s " i ) I j€r !' !(-1 i - J | s€r ) 

当用 


作代表时，万#6是 


而用 


(I At— \ U 
(J ?) —， 

(； o 1 )^- 1 , i) 


分别代表时，万钐忑又该对应 


;卜， 
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而矩阵 



显然不在 H 中，故7关 H , 石没有确定的意义，从而谈不上什 

么 运算. 

第二，商群 GIN 的运算#是专指定义1中指出的那个运算， 
它与 （7 的运算自然地联系在 --- 起， 

aN +? 6 N = ( «° 6 ) N . 

如果用其他运算将商集定义成群，那不是我们这里要求的 G 对 N 
的商群. 

例如，在整数加法群 I 中，所有能被4整除的数 构成一 个子群 
N , / V 是 I 的不变 +群， /V所导 出的等价关系就是模4关系， 
《当而且仅当 m 而且商集 

G / N = |[0].[ l ],[2],[3] i . 

作为商群，其加法表是 


田 I [0] [1] [2] [31 


[0] 

[0] 

[1] 

[2] 

[3] 

[1] 

[1] 

[2] 

[3] 

[0] 

[2] 

[2] 

[3] 

Lo 」 

[1] 

「3] 

[3] 

[0] 

[1] 

[2] 

它具有性质 







[ r ] 田 [,'.] = [?•+ s ]. 



当然，在商集 G/N 上还吋以定义运算， 



* 

'[0] 

[1] 

[2] 

[3] 

[0] 

fo ] 

[1] 

[2] 

[3] 

[1] 

[1] 

[0] 

[3] 

[2] 

[2] 

[2] 

[3] 

[0] 

[1] 

[3] 

[3 J 

[2] 

[1] 

[0] 
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且 （ G // V , * ) 也是群.但这个群不能称为是 C 对 N 的商群. 

下面举些商群的例子. 

例 1 设 C 7 = S3 ， iV=〈（l 23)>.由于 

N = |(1),(1 2 3),(1 3 2))<] G , 

G/N 有两个元素，每个元素都是 G 的.个子集，精确说是 C 对 N 
的陪集，即 

C / N - |!(1),0 2 3),(1 3 2) U (1 2),)1 31,(3 2)11. 

乘法表是 


_# 

I ⑴， （1 2 3).(1 3 2)1 

1(1 2),(1 3),(23)1 


1(1),(1 2 3),(1 3 2)1 
1(0,(1 2 3),(1 32)1 
i(12),(13),(23)l 


1<12),(13).(23)1 
l(12) ( (13),(23)i 
1(0,(123),(1 32)1 


例厂在1 |2 中取子群 JV t = 丨0' ,3‘ ，6* ,9* 丨； 在1 4 中取子 
群 N 2 =彳0‘ ，2* | .那么 x jV 2 是 I 12 XL , 的一个不变子群. 

,o-),(3*,n' ),C6 - ,o-),(9' ,()-),ccr ,2*), 
O' ,2- ),(6 - ,2- ),(9* ,2-)1. 

G 是 48 元群， /V 是 8 元群， G/W 应有 6 个元素，除 N 外还有 
^,.,-1(1",0"),(4',0),(7*,0"),(10* ,0-),(1',2">, 
(4* ,2'),(r,2*),(L0*,2-)(, 
iV 2 , 0 -{(2',O'),(5*,0) r (8*,O'),(H* ,0 J ),(2*,2'), 
(5* ,2'),(8%2*),(11" ,2*)1, 

N 1 , 1 = i(i-,r),(4M-),(7M'),{i0",r),(r ,3-), 

(4* ,3*),(7 - ,3"),do",3-)1, 

^,, = f( 2 ' ,r),(5M*),(8M"),(ll',r),(2',3-), 

(5* ,3*), (8 - ,3"),(ll",3')t, 

iV 0 , = j(O,r),(3M f ),(6M-),(9M'),(O",3'), 
(3',r),(6-,3'),(9-,3-)1. 

简单记，令] V = N „.„, 则 



N, li(l = iV , N ,., =(0' ,1* ) + N , 

N,. u = ( l ， ,0') + N , N M =(1 '，r ) ••仏 

N 2 ,, = (2 - ,0' ) + N, Nj, ( =(2* ,m + N. 

it - 加法 4 衣为 

并 I - %'o N,, 0 N, iQ N 0 ,, M|, t __ _N2 

i^n.a I ^i),n N|.ii N 2 _ v /V,.] N 2 

j N|.n N' 0 N 0 , n N M N 2 .i 

i^t.a N m N,, fl N 2 ,| N, m N 、 

N n ,' N| j N 2 ,\ N c . 0 N |, 0 N 2 

N,., V,., N 1A N nA N un N 2 . 0 N 0 

N za N iA N aA N ul N 2 . n N 0 , n N, 

具体算法是 

N ,„.„ tt N p _, t =〔（w ’，《*) + ( 〆 ， 〆 ）〕+ / V ， 

其中 （ Xm ，/>< 3， O^Sn , q<2. 

例 3 给定一个正方形如图 3-2 .用 
S = 丨代表其顶点构成的集合. 

我们看这个图形的运动.注意，每次运动 
只要掌握 f 其顶点运动的情况，则整个图 
形的运动也就清楚了. 

现在討论运动后与运动前囹形重合 
者.这种运动实际上就是 S 上的一个置 
换由于 S 上的置换只有4! =24个，这 
种运动最多有24个可能.而实际上，有的置换不可能表示正方形 
的运动，比如要顶点 a , 6不动，而 c 变到变到 c . 所以，能表示 
这种團形重合运动的置换只是 S 上置换中的一部分. 

实际上，使四方形进行重合运动的有 
恒等置换， 
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" 2 =绕 O 顺时针转90% 

& =绕（〕顺时针转180% 

&=绕0顺时针转270% 

/, 5 =以 H 为轴翻转180°, 

Md = U. V 为轴翻转180°, 

=以 D 为轴翻转180% ' 

Ms - U F 为轴翻转 180°. 

汀:意二次使囝形:重合的运动合成后仍然是使该囝形重合的运动， 
运动合成满足结 合律； 恒等置换是使图形重合的 运动； 每个使图形 
重合的运动都存逆运动使其恢发原样.所以， 

(；- !/2 , ； i, ,'ii ， /'.. ， / 々 , ， <U 7 ，户 s I 

构成-•个群.其乘法表是 



"1 

/ £ 2 

_ 匕 1 _ 

么一 

f 文 5 

"6 

!h 

"8 





/々 

Ms 



^8 

^2 

"2 

Ms 


"1 






#3 

/^4 


! 丄 i 


^5 

Ms 

"7 

fU 



"2 




Ms 

IH 

Ms 

Ms 


^6 

/*7 

"1 

^2 






t “ 

!H 

M3 


M2 


^7 

M7 

^5 

^8 

/ 岣 



Mi 

"3 

MB 

^8 

^6 

^7 

/i5 

^4 


#3 

Ml 


设~=彳川 ,^ S \, N 为 ( T ; 的于群，且对任意 p 6 G , 恒有 

Pi °〆 1 = 妁 ，/(° W ' 1 = " 3 ， 

所以， JV 是 G 的不变子群，旦 

[~2] = " 山 < 丨， 〆 3 I = f /°2 " 乂 4 !， 

["S ] = "S i/M ，户 3 I = f f-5 • f l (. I ' 

["i ] = "7 ! 丨，内丨 = I P7 ， A*8 丨 • 
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故 G 对 /V 的商群 G / iV =| [妁] ，[/ ^],1> 5 ]，[/<7]丨，即 
(7 = i ，# 3 I ， i/TJ 2 ，" 4 j ， |"5，#6 1 」 "7 ， 


其乘法表是 

林 


[内] 

u ] 

M 

] 


["2] 

["5] 

w 

U] 

[^ 2 ] 

[",] 

["•?] 

[内] 

["5] ； 

I^s] 

["7] 

[" I ] 

W 

["7 j 

["7] 

[户 5] 


u ] 


例 4 设 G 是所有实的2阶可逆矩阵在矩阵乘法之下构成的 
群， W 是其中听有行列式为1的矩阵构成的子群.那么，我们已经 
知道， N 是 G 的不变子群. 

对任意矩阵 A & G ， 设 | A | =«.由于 a ^0, 矩阵 

而且 I ZT'Al = -1 I 4 I 即 fl — Ae / V , A^BN. 

于是，集合 

i(o i ) eG | a6R ) 

是 G 对 iV 的陪集表示的一个完全集，即 

c / n H(o ?) 4 H 

其运箅是 

(o M ?)0. 

命题 1 如果 G 是个群， / V 是 G 的不变子群，那么映射 
f-.G^GlN, 

f(a) = aN, 对任意 aGG , 

是满同态映射，且 Ker (/) = iV . 

证明任取 《,6€ G , 有 
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f(a° b ) = (a°b)!^l ~ aN ^ /jN = f ( a ) ^ f ( b ). 

故 / 为 G 到 G / N 的同态映射. 

进一步， G / N 中的任意元都是 C ? 对 N 的一个陪集，设为 aN , 
a eG . 那么 f ( a )= aN , /足满的. 

( G / N ，#) 的恒等元是陪集 iV . G 的元素 a , a € Ker (/) 当而 
且仅当 = 即 


aN = N, 

所以，《 6 Ker (/) 当而且仅当 a 6 N ,从而有 Ker (/) = N . | 

这个同态映射通常称为 G 到 GIN 的自然同态. 

例题1设 H ■是群 （ G ,。） 的子群，在 G 对 H 左关系下的商集 
G ( H 中，规定，任意 aH ， 6H 对应要使此规定合理， H 必须 
是 G 的不变子群. 

证明所谓'■合理”,就是指■对应与代表元选择 
无关，即对任意 a | ， a 2 6G 和 6 ,， 6 2 6 0 ，只要 
a i Ii—a 2 H 9 biH— b 2 H. 

則恒有 ( a, 。61 }H = ( a 2 ° ft 2 ) H . 

于是,对任意 dfG 及任意，由于 
aH=(ah)H y 

必有 （ a "« a _ l ) ff=H = ( a 。/) « a '' ，也就是 H 

是 G 的不变子群. I 

例题 2 设 N 是群 C 的不变子群.那么，商群 G / N 为交换群 
的充分必要条件是对任意 a ，6 € G ,都有_ V， 1 6 N . 

证明如果 G / W 是交换群，则对任意， a ， 6eG , aN , f?Ne 
G / N , 应有 

aN^bN = bNitaN, (ab)N = (6a)N. 

即（幼 XfiaKiN ， 也就是 

反过来，如果对任意 a , 6 e N 都有 6 _1 € iV ， 即 
MbaY ' eN , ab 与 ba 在 N 的同一陪集中，也就是 

abN=( a m = baN. I 
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定理 {同 态基本 定理）设 ( G ，。） 和 ( H , *) 都是样，/是 G 到 
H 的满同态映射， Ke r (/) = K . 那么有映射使得 
< p ( aK ) = f { a ), 对每个 aKeGlK , 
ii p 是 GlK 到 H 的同构映射.从而 G / K ^ H . 

证明先来定义 GIN 到 ff 的映射 P . 对任意 oK € G / K ■，令 
其対应 H 中的元素 /( a ). 这个规定表面上与 oK 的代表元选取 
有关.我们要证明定义是合理的，也就是要证明这个对应实际上与 
代表元选取尤关. 

如果〜尺=« 2 ]<,则有；&6尺使〜=« 2 。 1 &，从而 


/(a,)=/(«,^)=/(a 2 ) * f(k)=f(a 2 ) * en=f(a- 2 ), 
就是说, / U ) 是由 aK 唯一确定的，与代表元选取方法无关. 
任取 aK , bKeG ! N ， 有 


<p(aKitbK) 

= f{(a°b)K) 

= /(a ° A) 

= /(a) */(6) 

= <p(aK) * ip^bK). 

即 p 是 GlK 到 W 的同态映射. 


(#的定义） 

(?> 的定义） 

(/ 是同态映射） 
(9 的定义） 


由于是满射，对任意 A 必有 fl ^ G 使 y ( a > = />，从而 

^0 X ) = 1 这说明 P 是满同态. 

要证明 p 为单射，据上节命题8,我们只要证明 Ker ( p )- 
\ eciK \- GlK 的恒等元是 K •设 aK € G / fC ， p ( aK ) = e „ •即 aK 
^ Ker ^ i ，那么 


f ( a ) = tp ( aK )=€ H . 

由核的定义知 oeKer (/) 二 K ， 从而 aK = K .也就是说 K er {>) = 
ie G / K l . 穿为单射. 


所以， P 为 G / K ■到 H 的双射同态， GlK ^ H . | 

例题 3* 条件如上面定理，再设 y ： G — G/K 是 G 到 G/K 
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的 Q 然同态.那么 /= p 。？ ■，也就是下面图形可换. 


证明要证明 G 到 H ■的映射/和映射 （7 
<TY 相筹，只要证明它们作用在 G 的每个 
元素上效果都相同就行 f . r 

对任意有 ^ 

Cl'K 

(<p °y)(a) 

= <p{y(a)) (映射合成的定义） 阁 3-3 

= <p{aK) (/ 是自然同态映射） 

= /(«), ( t 的定义） 

所以 

例5看群(1，+ )和群(1„,卜）.§3之例5表明， /•: 卜 l n . 



H 


I 


, w 6 I, m = nq + r , 0^r<n 

是同态映射. 


容易看出，/是满同态. 

计算/的核.若/(7»)=0’，则 


m — qn ^ 0, 

即 ™ 是《的整数倍.反之，若 m 是《的整数倍，亦必有 /( m )-0*. 
所以 

K = Ker (/)= 卜•，- n ，0， n ， … | =[0]. 

从而 

G / KH [0],[1]， …, U - i ] 卜 1„„， 

其中的运算规则是我们在第二章§4就已经讨论过了的.于 
是，所得到的恰好就是现在定义的 G 对 K 的商群. 

按同态基本定理，9=: G / K — 1„, 

^p([m]) = /( m), m 6T 
是到 I n 的同构映射_ 

由于10,1 ，…，丨是 G 对 [0] 的陪集表示的完全集，即对 
任意设 
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m = 十 r ， 0^r< n , 

对 [ m ]=[ rl . 所以，亨可以写成 〆 [ r ]) = ，， 0< r <«. 

例6设 G ， H 都是群， G 0 H 是它们的外直积，映射 7 T : G®H 

—G, 

^{( g , h )) = g , 对每个 （ g ， A 〉6(7 x H 
是个同态映射 〈见 §3例 4). 

这是满同态，且 

Ker(/) = fT= \{g,k)^G®H\g=e G \. 

据同态基本定理 

例题4决定例3中所给的使图 3-2 中正方形重合的运动 
构成的群 G 的所有同态像（同构的群看成是相同的同态像）. 

解 由同态基本定砰知,这等价于决定的商群，又等价于 
决定 C 的所有不变子群. 

G 的阶数是8, G 的非平凡子群的阶数只能是2和 4. 

对于平凡子群 G 和 UL 显然 

G / G *« ! e | , G /) eI ^ G . 

现在只要决定 G 的非平凡的正规子群. 

如果 H 是 G 的4阶子群，那么 

8= ! g | =2| Hi , 

G /_ H ■是2阶群，而所有2阶群都是同构的，于是 GlH ^ , 1 2 是 
G 的一个同态像. 

G 有4阶子群，〈〜〉就是一个，剩下的问题是决定 G 的2阶 
子群. 

2阶子群必为循环群，由阶为2的元素生成.而 G 中阶数为2 
的元素有 

看商群 G / G 3 ) .它有4个元素，即 ih , 妁 I 和 

- /^2 1|«1 .^<3 ^ '/ { S 1^1 ./<3 K/^7 1^1 ,/^3 I . 
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例 3 所给的 G /〈&〉 的乘法表中表明，它的每个非恒等元的周期都 
M 2 . 3个非恒等元中的任意两个的积恰好等予另外一个元素.故 
由§ 1的例题知 

O /< M 3 )^ I 2 0 I 2 . 

而和都不是 G 的不变子群.所以， G 的同态 
像是 | 

例题 S 设 G 是个群.那么 G 的中心 

C ~ ig ^ Gj ga = ag ， 对每个 a €• G ) 

是 G 的不变子群，而且 G / C 同构于 G 的所有内自构作成的群 ff . 
证明先证明 C 是 G 的子群.对任意 aGG , 由知 a = a ^ = 
知如果 gjec , 那么对任意有 

a ( g / i ) = ( ag)h =( ga ) h = g -( ha ) = ( g / i ) a , 

因而劝 6 C ’. 如杲即对任意 a 6G ，= 将此式两端 
两侧同乘， 1 ，则得 

g ~' ^gg ' = g~'a = ag '' = g ' [ gag ' 1 . 

这说明所以， C 是 G 的子群. 

进步，对任意 及片 6 C , 都有 

= " l ) = { g , 6C» 

从而 C 还是 G 的不变子群. 

在 §2 的命题5中，我们用代表 G 中元素 a 所导出的 G 到 
0 的内自同构映射. 

7 a ( x )~ axa 1 ,对每个 ： r € G . 

由于 G 到 G 的恒等自同构等于 y f ，必为内自 同构； 任意两个 
内自同构 I 和 h 的合成，有 

( H )( 1 ) = a (bxb ~ 1 )a "' = ( a 6 ).r ( aft ) " 1 = y oA ( J ：) , 

即 y u » y 4 也是内自同构；对任意内自同构都有 iin . 
所以，所有内自同构的集合 H 在映射合成之下作成一个群， 

H = | / 0 | a e G I . 
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这里要注意, H 中的元素是由 G 中元素导出来的，并不是用 
G 来标号；也就是说， G 中元素 a 关 A ， 但可能使= r 4 . 

现在来建立一个 G 到 W 的映射/, 

/(«) = /,, 对每个 
对任意 a , 6 € G , 有 
jXab ) 

= 7必 (/ 的定义） 

= y，h (((上卜仏以以之），每个 16G ) 

= /(«)»/(*) - (/ 的定义） 

所以,/是同态映射. 

因为 H 中的仟意元素 A 都是 G 中某元导出来的 ，/(«0 = )<„， 
故/是满的. ' 

再来计算/的核 . H 的恒等元是 G 到 G 的恒等映射& .如果 
a6G , aGKer (/>, 即 /( a )= Ic ，那么对任意 x € G , 必有 
/( a )( x ) = y a (. z ) = aj ： a ~' = i c { x ) = x . 

从而有 

ax = xa , 对每个 j ^ G , 

也就是 a € C . 反之, a6C , 则对每个: r6G 有 

一 - I 

ax — xu f axa = a t 
从而 >* a = ic ， L 6 Ker (/). 

所以， Ker (/) = C . 

由同态基本定理，得 GlC ^ H . I 

下面的例题是深人学习群论时的一个重要的基础性定理（称 
为第二同构定 理）. 但在自学阶段，只要求读者领会其证明技巧，而 
不要求毎人都能自如地运用它. 

例题 6 ‘ 设 H 和 K 都是群 G 的不变子群，且 KOH . 证明： 
HIKB.GIK 的不变子群，且 （ G / K )/( H / K >〜 G / W . 


187 





证明我们用。表示 G 的运算，井表示商群 G//C 的运算， y 
表示 G 到 G/K 的自然映射， yU〉= aK •，对每个 a 6G. 

由于 HX1G, y 是满的，由§3命题6可知现 
拟证明 

HlK=y(H). 

事实上，任意则 

7(h) = hKeH!K. 

而对每个 WC6G/K, 必有 

!>K= y(/i )6 y(II). 

所以， y(H) = H/K, H/K 是 G/K 的一个不变子群. 

于是又有 GIK 到其商群<6//0/(只/尺）的自然映射 
p( a K)^aK#(HIK ), 对每个 aKGG/K. 

由于 y -. G ^ GlK 是同态映射，户： G/K—(G/KV(H/K) 也 
是同态映射.所以 yy 是群 G 到群 （G/K)/(H/K) 的同态映射 
( §3命题 4). 

而旦，因为 y 和 p 都处满射，所以0。7也是满射. 

再来计算映射 pi 的核.据§3定理1， 

而 户是自 然同态，故 KerhkH/K. 从而 

Ker{p^y)^y-'{HiK). 

我们要证明 y _1 (H/K) = H .甴于 y 是自然同态 ，7(H)SH/K, 
故 

反之，若 a€G, a67 _l (ff//C)， 即 

7(a) = uKeH/K, 

即必有 /i6H， 使得 a K=Wf, 进而 

a = ( uh [ ) h ^: H , 

因为 H 是 G 的子群.这说明 y 
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同时， G/H 有 4 个元素，即 

<4),1 + <4),2+(4>,3 + (4), 

我们用[0]| ,[1]| ,[2]丨，[3]|分别表承之. 

要注意 G/K 中的 [1] 和 G/H ■中的[1]|是有区别的, 
9,17,…！， [1]| = |-,1,5,9,-|. 
群 G/H 的运算表为 


总之 ，广 1 (H/K) = H ，而且 Kerb。y〉= H. 据同态基本定 
理，得到 GlHMClK ) l ( HlK ). I 

看一个实例，设 G=(I，+ )，H-<4), K = (8>. 于是， G/K 有 
8个元素，即 G 对 _fC 的8个陪集 

<8),1+<8),2 + (8),3+(8),4+<8), 

5+⑻，6+⑻，7+⑻， 

按我们常用的符号记，乃是 

而 H/K 是 G/K 的不变子群，它的元素是 
(8),4-t-(8), 

也就是 H/K=|[0]，[4]|. 上 

进而 （G/JO/Uf/K) 的元素是 G / K 对 H / K 的陪集，它的元 

素是 

i[0],[4]i, [1] + |[0],[4]|, [2]+ ][0],[4]!, 

将其分別记为[[0]]，[[1]],[[2]],[[3]]，其运算表应为 

+ I [[ 0 ]] [[ 1 ]] [[ 2 ]] [[ 31 ] 


TJ TJ 1J U 

3 0 12 
rL rL r _ • - - 
^ j I—- rL _ t 

TJ u u TJ 
TJ u u TJ 

- 2-3 0 1 

u TJ TJ u 

1J 1J 1 TJ 

12 3 0 

rL rL r L - - 

]u TJ _FJ 
lj TJ _JJ J 
0 12 3 

rL rL rl __j 

• • - I- r L 

TJ TJ TJ f — J 
TJ J TJ 1J 

0 12 3 

rL ru rL r _; 
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+ 

[0]| 

[1]1 

[2]| 

[3]| 

[0]| 

' [0]| 

[1]| 

[2 ]f 

[3]| 

[1]| 

i [ l]i 

[2]| 

[3][ 

[0]1 

[2]| 

[2]| 

[3]| 

[0]1 

[1] 丨 

[3]| 

[3]| 

[0]| 

[1 JI 

[2] 丨 


在一个诈 C 中，有时对某些特殊元素无法驾驭，把它们集中 
到一个不变子群 N 中，商群 GIN 就不含这种特殊元素了，硏究起 
来就方便些 r . 


例翅7设 G 是个交换群. 证明： G 的所有阶数有限的元素 
的集合 N 是 G 的一个不变子群，且商群 GIN 的非恒等元的阶数 
都是无限的. 

证明 jGG , a 阶数有限的充分必要条件是有正整数忌使 
得 

a k — e. 

任取设有正整数使 
a ~ e , b l ~ e . 

那么 UA 广 ： ab ^ N . 

又, a 和 a …的阶数恒相同，当 tiGN 时必有 
所以 N 是 G 的子群-又由于 G 是交换群， N 还是 G 的不变 
子群. 

任取商祥 G / N - 的一个元素 gN ， 若 gJV 之阶数有限，则必有正 
整数走使 

N=(gW) i = g*N, 

从而知沪 eN . 但/ V 中元素都是有喷阶的，又必有正整数/使 
(V y = e ,也就是/ = e .这说明4本身就是 N 中的元素 ，必 = N . 
也就是说，必然是商群 G / N 的恒等元才行，而非恒等元之阶 
数必无限. | 

例理8‘ 用 C # 代表所有非零复数构成的乘法群，用 R +代 
表所有正实数构成的乘法群.讨论 C # 和 R # 的关系. 

证明任意非零复数 a 可唯一的表成 
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a = r(cos0 +* isin@) ， O^0<2n 
形式，其中 M 称为是 a 的模.规定 

a :a-*-r = ! o ! , a^C s . 

则是0： 8 到11+的一个映射. 

对任意 o，j36C* ,由于 |u/?i = MI/91 ,故 

£7(0(8) = I o^! = I a I I /?l = a ( a ) a ( l 3 ), 

这说明 C7 是同态映射. 

毎个非零实数都是它本身的模 | H = r .所以， a 还是满的. 

现在着 Ker(c7). 若 cr(<r) = lal =1，则 a = cos 9 + i sin 沒.令 
N = Ker(<7) = | r€C 5 | r =cos0 + isin5} ， 

由群同态基本定理得 C fl IN ^ R + . 

同样办法可得 。 

C S /'R'^N. I 

这样，关于复平面非零复数的乘法的讨论可以利落地分成两部分， 
一是正实数乘法，一是单位圆上之二复数相乘.把人问題化成了比 
较小的问题.把一个平面（除零点外）问题化成了一个射线和一个 
单位圆来讨论. 

例题9证明 ：实数 加法群 R 到2阶非奇异实矩阵的乘法群 
Af 2x2 (R) 上的映射 





x 6 R 


是个同态映射并求 KerU). 

证明对任意 _c,y€R ，因为 


a(x + y)= 


cos(x + y) 
—sin(a: + y) 


sin(x + 3-)'\ 
cos(x + y)} 


i — sin.r 



cos ^ 
- siny 


故到 M 2 X 2 (R) 的一个同态映射 . 


smy 

cx>&y 
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对任意 、 r 6 KerU ) 的充分必要条件是 


即 cos X = 1 




0 


sin x =0,即， r =2々? r . 所以 Ker (<7) = \2 kiz | i ^ l | . 


习题四 


1. 给出对称群 & 的所有非平凡的不变子样及相应的商群. 

2 . 给出克 莱闪四 元数群 （ $2之例题 《) 的所有非平凡不变子群及其相 
应的商群. 

3. 证明 ： G = |2 5"_、，，^芒丨丨在数的乘法之下构成群，而 iV = 
；2" i " 61 ; •是 C ; 的不变了詳，并且给出商群 G /』 V 的 结构 . 

4' 给出加群 IXT 对其了-群~;|(阳，-讲）丨„^1|的商群6/八的 
站构（参见习题 H 之题 5). 

5*. 用 Z 代表群 G 的屮心，若商群 G / Z 是循环群，则 G 本身必然是 
交换群. 


§5* 群的内直积和外直积 

在第二章§6里，我们可以把任意两个本来没有内在关联的 
群 （ G , A ) 和 （ H ,。） 硬性地“拼凑”到一起作成一个群 （ GXH ，®). 
这个群的结构尤如一个松散的联邦，元素运算按 G 的运算和 H 
的运算分别进行.即，对任意(《,：1：),0,306(?/只,有 
( a , x )®(6, y ) = ( a ^ b . x ^ y ). 

对于 G 和 H 的外直积 G ® H •，已知这样一些 性质： 

0) 集合 


G'=\(g,h)eGXH\h = e lt \ 
是 G ® H 的一个不变子群，且 G ^ G . 

(2) 集体 


H"=j(^./i)6GxH|g = e G l 
也是 G 0 H 的一个不变子群，& H ^H. 

(3) G®H=G ， H' = mr. 
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其中 （3) 意味着的每个元素部是 G ' 中一个元和 H ' 屮 
一个元的乘积.这是自然的，因为对任意有 
{gyh ) = (g，〜>®(eG). 

实际上， G ( g ) H 的元素表成 G ' 元与元之积的表示方法是 
唯一的.因为若某元有两种表法如下 

(g_ ^,,)0(ec i) = (gi ,e n )0(.ec ,hi) , 

则必有（仏，/ 11 ) = (&，/, 2 ).笛卡尔积中元素相等的充分必要条件 
是所有分量都相等，故得 


^ i ~ g 2< /l | ~ ^ 2 > 

(gi ^n) = (fi2 ' ^ h ) - (cg <^ x ) = {e G ,h 2 ) ■ 

所以，还有 

(4) G ® H 的每个元素恒可唯一地表成 G ' 与 H ' 的元素之 
积. 

G 和 H 可能本无内在关联.但 G '， H ' 却是同一个群的子群. 
对于这种情形，有 

定义1设 G 是个群, A 和£是6的子群，且满足条件 

(1) 都是 G 的不变子群， 

(2) 对任意 g 6 G , 都有唯一确定的 A 和 6€ B 使得 
g = 则说群 G 是其子群 A 和子群 B 的内直积. 

命题1对任意群 G 和 H , 其外直积 G ® H 是其子群 G ' 和子 
群 fT 的内直积，其中 

G ， =\(^, h )^ GXH \ h = e fl \, 
H'-\(g,h)^ ： GXH\g = e v \. I 

例1四元群 G = U , < z ,6, t .| 的乘法表是 



它有 3 个 2 阶+变子群 K =| e ， al , U , 61和 L = U , c | ,而 

且 G 是其中任意两个不同的不变子群的内直积. 

因为有对称性，我们只看 K 和 H ■就行了. 


事实上， 


即 G = KH ■，而且表法唯一.也就是说， K 和 H 满足定义要求的条 
件， G 是 K 和 H 的内直积. 

例2设循环群的阶数为《，而且 n = 内， /) 和 g 互 
素，那么 G 是其子群( 〆 >和〈沪〉的内直积. 

这是因为，由互素知必有整数 /， j 使 

ip + jq^\, 

从而对任意都有 

其中 g ^ e 〈 〆 〉， 这说明 G 的元素恒为一个（ 〆 >元 
素与一个〈#〉中元素的乘积. 

设有 G 的元素写成 < 〆 > 与元素积时有2个表示方法， 

和 〆V ，即 


( 1 ) 

那么，由于 g ■的阶教为 n , 必有 wl (^( s - i ) + 9 ( f -0)- 
由子 n = / jq ， /)|</>(广0),所以 
P 1 (q(t - 

但是， P 和9互素，这就必然有/>10-纟）.于是内=«能整除 
q ( f _0, 而甚的阶为》，故 

同理, 〆 = 〆 . 

这说明（1>中元素的2个表法是二样的. 

每个循环群都是交換群，交换群的子群都是不变子群，< 〆 > 
和< 〆 >都是 ( g > 的不变子群. 

总之, G 是< 〆 >和 < g fl > 的内直积. 
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对于交換群，有时将外直积和内直积分别称为外直和和内直 

和，并用 © 代替 ®. 

例3整数加法群（ I , + ) 不是它的两个非平凡子群的内直 
和. 


设 I 是子群 K 和子群 H ■的 内直和 .我们知道，丨的每个子群 
都是由一个元素生成的.设 

K=(m), H=(n) 

且切，《都不等于 0. 

G 之每个元可由和 U ) 元素表示出来，设有整数 s 和 z 

使得 

1 = sm+ tn , tn^:{n). 

那么，必然还有 

\ = (s-*- n)m+ (t - m)n , (5 + n)m^(m), (t ~ m)n^(n) . 
由于均不为 0, 故 

5 + n^s, t — m ¥=t, 

这说明 I 的元素丨有两种不同的表法. 

下面给 出一些 判别群为其子群之内直积的方法. 

命题2设 G 是个群， A , B 是它的不变子群.那么， G 为 
A ，《 之内直积的充分必要条件是 G = AB ， 且 G 之恒等元^写成 
A 兀和兀之积时表法唯一. 

证明如果 G 是 A 和 B 的内直积,据定义1,它满足条件 r 
和2%它的任意元 g 表成 

g-ab, a€A, 6GB 

时，表法唯一，特别地, e 表成 A 元与 B 元之积时表法唯一. 

反过来，若 G = 则 G 之每元貧均有 

g= ab, a€ ： A, b€ B , (2) 

我们要证明，只要 e 的表法唯一，则任意元 g 的表法必唯一. 
设还有 tr€A , d ^: B 使 g "= af , 于是 
ab = cd 9 
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⑶ 


e — a ' 1 (cd) [ — (a ' 1 c)(db' 1 )- 

由于均为 G 之子群，故 

a~' A, db 1 GB. 

这就导致 e 有两种表示方法 ，（3) 和 

e-ee, e^rA, eGB. 

由 6 表法唯一的假定，推出 

a 1 C = e , db~' = e, 

也就是 a = c，d = 6 .所以，上面给出的 g 的两种表法实际上是相 
问的. 

G 为 A ， B 的内直积. | 

命題3设 G 是个群， A ， B 是它的不变子群.那么 G 是為与 
B 的内直积的充分必要条件是 G = 且 

证明与命题1比较 ，我 们只要证明，在 A 和 S 均为不变子 
群，且 G = A ;： i 的前提下， 

Af)B=\e\ 

与 e 的表法唯一是等价的. 

事实上，若有 gGAflS ， 那么 

e = ee = gg~' , 兒 6 A , g • 1 6 B 

就是两种不同的表法. 

反之，若 e 还有除 e = 外的另一种不同表法，设 
e=gh , g^:A, h^B, 

其中和6至少 有一个 不等于 e (实际上，有一个不等于 e ，则另 一 
个元素亦必不等于 *0, 不妨设于是有 
g' = h, 

由 *65 知但 B 为子群 ，故丑 6 S ， 尽€4(~13，而且尽关 
«，所以， ■ ■ 

定理1设 G 是个群， A 和 B 是 G 的子群.那么， G 为 A 与 B 
的内直积的充要条件是 

1* 对任意 都有 
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2' 对每个 g € G ， 都有 Aes 使而且表法唯 

证明对照内直积的定义.我们只要证明，当是群 G 的 
子群且满足条件2 ‘ 时，条件1_与是 G 的不变子群等价. 

如果 A 和13满足 r ，那么，对任意 g 6 G , 任意 xe A ， 设 
g = ab , a €• A , B (条件 2* ), 就有 

g ^' g ~' 

— abxb a (g = ab ) 

= a{bh ' )xa '■ (<4 中元与 B 中元可换） 

=axa 1 (66" 1 = e ) 

6 A . ( a , i 均在 A 中） 

从而证明了 A 是 G 的不变子群. 

同理，£3也是 G 的不变子群. 

由定义1即知 G 是/\和 B 的内直积. 

反过来，如果 G 是其子群/ I 和《的内直积，那么，对任意 

«€ A , 都有 

{aba-')b'=a(ba'b- { ). ⑷ 

由于 S 是 G 的不变子群，故 — 从而 
(aba _ 1 ) 6 " 1 G ii . 

由于 A 是 G 的不变子群，故6 6 A , 进而 

a(ba 

这说明据命题 2, Af |_ B = W . 所以， 
aba ~' b~ l = e , ab = ba . 

也就是说 G 为 A , S 之内直积蕴涵着满足条件 I 1 和 . | 

例題1设群 G 是其子群 A ， B 的内直积，且 

{ x&G \ Xg ^ gx 对所有 gGG \, 

D = ( yG /4 \ ya~ay 对所有 A !， 
E =\ z ^ B\zb = bz 对所有 
那么， C 是0和£:的内直积. 
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证明 D 是 A 的子群，从 而也足 G 的子群.同样，£是 G 的 

子群. 

若 y € D ， 则对任意 g = ab < G 是 A 和 B 的内直积）， 
a ^ A , B 有 

y(ab ) 

^( ya)b (结合律） 

= iay)h ( y^:D t a ^ A ) 

={ ab ) y . (定理 1 ， ab = ba ) 

从而 3 七 C . 所以， D 是 C 的 T 群. 

同珂, E 是 C 的子群. 

对任意由于 C [ G , C ； 是 A , S 的内直积，必有《 6 
A ， t ；€ B 使 .， v 

x = uv . (5) 

对任意 uGA ， 有 
ax = xa j 

auv = uva , (G 是/ \ ，B 内直积 （5〉） 

= UUV , (定理 1, A 元与 i 3 元可■换） 

au = ua . (群中消 去律〉 

这说明 

同理 z ； e £. 

所以, C 中元恒 oj 写成口元与 £； 元之积.其表法自然是唯一的， 
因为 C 元写成 A 元与 S 元之积时表法唯一，而 DEA , | 

现在，我们来研究内直积概念和外直积概念的关系， 

. 本节开初叙述 的事实 ，乃是说，任意两个群 G 和 if 恒可做一 
外直积 G ® H ， G (2) H 恰为其了群 G ' 和矿的内直积，且 
G ^ G , H '^ H . 

这说是命题 1. 

同时，反过来，还有 

命题 4 若群 G 是其子群 A , B 的内直积，则 
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证明建立 A ， i 3 的外直积 /\© B 到 G 的映射卜对任意 
( a ， b )^: Axli ，^9( Xa ， b )) : = ab . 

p 是单射.因为若有使 
(c((o ， ,//)) = 9 ； ((a,&)) 

即 d = 那么，由于 G 是 A ， B 的内直积，据表法唯一性，必有 

a ~ a \ 6 = 6’，即 （ a ’ ， 6') = ( «， 6). 

p 是满射.因为对任意必有 aGA 和使得足= 
ab CG 是广\，/3内直积），即 g = y (( a ，6〉），( a ,6)^ AX /3 - 
f 还是个同态映射.对任意 （ a ，6), U '， fc ')6 Ax _ B 都有 
f {( a ， b ~ i ®( a ’， b ’）、 

= 9? (( cw ， , W - / )) (外直积元素乘法） 

= ( ai /)( fib ') (<p 的定义） 

= { ab ){ ab ') ( A 元与 S 元可换） 

= ^(( a , b ))^(( a ' , b ')). {tp 的定义） 

所以， AlSBasG . | 

由于同构的群的代数结构完全一样，有些书上对内直积和外 
直积不加区别 ，一 律简单记成 A XB 的样子，把同构符号索性写 
成相等.这常常引起初学者的迷惑.大家遇到这类习题时要首先区 
别内外，再用命题1和命题4作精确同构性解释. 

§2末例题中,任意群 f ; 中形如 

aybyai'b^ ' ■■■a n b„a~'b „ 1 , « = 1,2,••- 

构成的不变子群 X (称为 G 的换位子群）.我们介绍如下的习题， 
试分析之. 

例题 2 直积 AXB 的换位子群等于 A , B 的换位子 群的直 
积. 

证法1设群 G 是其子群的内直积.用 x ， y，z 分别代 
表 G , A , S 的换位子群.因为 A ， fl 是 G 的子群, Z 和 y 的元素也 
是 x 中的元素，所以 y 和 z 是 x 的子群. 

由于4和 J 3 的元素可交换，当然 y 和 z 的元素亦可换， 
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对任意设 

= ' hi ' - 

gi -•••.£•„. Ait '"./!, 6 G ; n & l . 

由于 G 是 A 和乃的内直积，故有 

a, , , a„ ,c-| ,•• • ,c„ 6 A ; bi ,■■■/?„ , d t , d „€: B , 

使得 

g , = a , 6, , •••, g „ = a „ b „, h , =0,4^ •••, h „ = c „ d „. 

于是，由 T+ A 兀与 B 元可换，可得 

丄 = (… twr 1 „ '<：-；, ! )c/ ； ,a , , 6,"'dr' , 

即/为 y 中元与 z 中元的乘积. 

剩下来要 i 止明的是 x 元表成 y 元与 z 元的乘积时，表法唯 


因为 G 是 A 和的内直积，X中元作为 G 中元表成 A 元和 
B 元之积时，表法唯一，而 y 元在 A 中，2•元在 B 中，故X元表成 
y 与 z 元之积时，表法唯- •. 

这里要注意，换位子群的元素表成 

形式时表法可能并不唯一.在我们证明 x 是 y 和 z 的内直积时， 
只要求，若 


= 3<i2i = ^2=: . >1 <y-2^： Y, z, ,z 2 ^：Z 

必有 h = ： y 2 和 z , = z 2 .至于诸^和 Z 在 y 的内部如何表达 
出来，与本题要承无关. 

诵法2设 A,il 是群， G 是的外宜积(3 =八(2^.用X， 
y,Z 分别代表 G,A，fi 的换位子群. 

対任意 g6X; 设 

•(c n ， d ， J{a„ ， b„ )~ l {c u d„)~' 

按外直积的乘法规则，有 



g = ( a { Cj a ,' 1 c |~ 1 **- rt „ c , ( a n 1 c „ x y bxd \ bx { d { i ' % ' b n d „ b n ' ci „ 1 ), 
从而 W Y®Z. 

反之，若 g 6 Y ® Z ， 设有 Y , 以，名使 

g =( a l c ] a ] ' i c'\ x '- a ft c „ a ^ c ~ 1 ' rf ," '•■■ b m d n , b ' m { d ~')- 

若 m ^ n ，不妨设 ?n < n ，再令 

d „, fl = b m ^, = e , ••■, d „~ b „ = e , 

把两个分量配成整齐的样子，即 

^ = ( a l 6 l a ," l c l " '■■■ a „ c „ u ~' c ^ 1 , b l d , b '[ , d ^' ••: 
b m d„,b~„ [ d~' ■■- b n d„b; 

按外直积运算规则，有 

g =( a l , b i ')( c 1 , d l )( a ] , 6,)" ] ( c , , rf ,) ' , b n ) 

• ( c„ , d„ ){u „ ，/ ?„ ) ' 1 (c„ , ) " 1 . 

也就是 gd 

所以 ， I 
相应于多个群的外直积，也有多个子群的内直积概念. 

定义2 设 A ,,'-, A ,, 都是群 G 的不变子群，且对任意 
客 6 G ， 都有 a, € A, , i = 1 ， 2,” . ， 《 使 
r = a { a 2 --- a „, 

而且表法唯一.那么，说 G 的内直积. 

类似的，可以把命题2推 r 为 

命题5设 A , ，…， A ,, 是 G 的不变子群.那么， G 为&,■“， 
之内直积的充分必要条件是 GsAiAfA ， ，且 G 之恒等元 e 
表示成诸 A 元之乘积时，表法唯一. | 

而把命题3推广成 

命题6设 A , ，…， A ,, 是 G 的不变子群.那么， G 为 A ,，...， 
之内直积的充分必要条件是，且对每个 i - 1 , 
2,…，"恒有 A 门（ A , … A ,. 
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证明与命题5相比较，我们要证明的是，在 ，… ，糸均为 
G 的不变子群，且 G = A l A 2 - A „ 的前提下， e 的表法唯一与对 
每 / 1';' = 1,〜，》， 

^,n(.Ar--A ; -i A ! + r-'A„)= U! 

等价. 

事实上，若足 fl ( A , A ,-—, A , + i … A „) ， gy ^ e . 由 都 
是 G 的不变子群，由 §2 例题，可以看出 
= A t A t , 

故 A ; fl(A 1 … A | A ,) ，设 

g W ， ..-, … ，丨， b, ^ ： Aj, 

e = b\'b 1 1 … ftrAgWV ，.*,; 1 ， 

其中 b ~' & A , , g ^ A t , 从而得到一个与 

e = e "- e---e (6) 

不同的表法. 

反之，若 G 之恒等元^有如下表示 
a ^ aya ,, 

不同于 （6) -则必有.于是 

= d f .' 丨 … 心 1 a ,: 1 - -.d 
n t €/ A /. fKA * ，… 七乂 … A tM >， 

而诸次都是的不变子群， 

关于内直积和外直积的关系，有 

命题7设 G 是其子群的内直积.则 G 同构于 
A ,, — , A „ 的外直积义⑭…⑧八， . 

设尺,，…，仏是群，那么，外直积 
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是它的子群 H ; 的内直积，〜 H 【， …， H ： . I 
例娌3若是士，•“ , A „ 的内直积，则 GiA ^ Ai --' A „. 
证明对任意 ireG , 恒有 a , eA ,, ; = 1, …， 》，使 
g = a , a z --- a „< 

且表法唯 - 也就是说 , a：i , a 2 , . a H 都是由 g 唯一确定的，乘积 

h … I 也是由 g 唯一确定的. 

现规定 C 到尔… A ,, 的映射/, /( 发） = va „ ，可以断言/ 
是满同态映射. 

首先，若 g , h ^ G , 

g = a , € A , ; h = bi … b " b ' A 】, 

那么，由于 G 是诸 A ,. 的直积, A ,. 的元素与' 的元素可换，故 
冰= { a s b x )-'-{ a „ b „). 

由于表法唯一 , a 2 b 2" % a „ b „ 是#唯一确定的，从而 
/( g / i 〉= ( a 2 6 2 ) … (< iA ) = (<3 2 ."«0(6 2 … 6" ) = /( g )/ ⑴， 

/为同态映射. 

对任意 A 2 --- A ，, ，设 = …<， ( i ；€- A : ，那么 

f ( ed 2 --- d „) = d 2 --- d , = x , 

从而/是满的. 

最后，计算/的核.若 /( g ) = e ，设… a , ，即应有 
j \ g )- 0 - i -- a „ - e . 

由表法唯一性，必有 a 2 = e ,--, a n = e . 也就是 g = ^ A ,. 

反过来，对任窠 afAi ， 由知道 
f ( a , )-<?, €- Ker (/). 

所以， KeK /):/^. 

由群同态基本定理得 G / A , 〜 4 … A ,. I 

由于本节是选修的，所以，我们再做几个简单例题，而不给读 

者留习娌. 
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例题 4 (参见习题四之题 3) 设 
r ；= !2"5 m [ , N = |2 n [ , K = |5 … I m € 11. 

证明是 N 和 K ■的内直积. 

证明 G 是交换群， TV 和 K 都是其子群.自然地是 G 的不变 
子群. 

任取2 " 5 w 6 G ,则恒有2 〃 • 5 M 6 NK . 

同时，若有 h ，/61使 2 f 5 ; = 1,我们分情况讨论，把这个等式 

写成 

2 f 5' = l , 当々>0, 时， 

当 k ^ O , /<0时， 

2-*-5 ( ,当 k < S ), />0时， 

2-*5 _; =1, 当々<0, /<0时. 

由于2和5都是素数，由整数分解的唯一性定理可推出，无论哪种 
情形，均有6=0, .也就是说， (7 中的恒等元1表成 N 中元 
与 K 中元之乘积时表法唯一. 

所以，(7是/ V 和 K 的内直积. | 

例题 5( 参看上节之例题 8) 用（： # 代表所有菲零复数构成的 
乘法群， R + 代表正实数乘法群, N 代表所有模等于1的复数构成 
的 C a 的 子群. 证明. . C 5 * 是 R + 和 iV 的直积. 

证明 任取可表成 

a = I a I (cosfi + i sin 9), 

其中 a 的模 I a 丨是正实数 ， cos 0 + isin 5 模为 1 ，也就是 
I a I GR + , cosd + i sin 5€- JV . 

而且，由于 o 关 0, o 的模 la I 和角 O <0<2^- 都是由 0 唯一确 
定的. I 


小 结 


本章的中心内容是商群概念和群同态基本定理.为了学好这 



些东西，我们己经做了大量的准备和铺垫，把“商”的思想逐步渗透 
给各位读者. 

如果到现在为止，你对“商群”仍然觉得不甚了之(不是个别例 
子看不懂）.甚至，对于某些商群的具体元素说不清楚.那么，你就 
不要只在§4兜圈子了 .应该把前面整个这一阶段的学习总结一 
下了. 

建议你的复习按下列步骤进行. 

1. 重新学习第一章§3,弄清等价关系与分类问题的对应， 
分类决定商集，商集中元素如何表示或描述. 

要彻底弄懂该节例11说明的问题. 

例12中的的元素[0]，…， [ n - l ] 究竟代表了哪些集合， 
具体地写出几个来，比如 k 8 , i . i 3 , i . 18 . 

2. 重新学习第一章§6,明确运算的定义与含义.非空集合 
S 上的运算乃是 SXS 到 S 的一个映射，给定要有唯 一 
确定的元素与之对应. 

这个“唯一确定”性在后面讨论商集上的运算时至关重要，它 
迫使我们规定商集上的运算时必须先证明“与代表元无关”等等， 
即定义的合理性. 


特别地，对于例9之^的元素形式及其上加法和乘法运算要 
了如指掌. 

3. 复习第二章§1和§2,群及其子群.只看定义、例子，那 
些等价定义的推理证明可以跳过去. 

4. 琢磨一下第二章§4命题5和命题6中给出的群 ( i ， 田）. 
那是我们利用第二章一大段内容比较容易接受.新概念较少，有意 
插进来的一个“商群”的例子.关于定义合理性的议论绝非闲话. 

5. 复习第二章§5关于左、右陪集与左右关系的内容.有了 
等价关系就有了分类，有了分类就有相应的商集.但群 G 对任意 
子群 H 的所有左陪集的集合能用 G 的运算定义成群吗？不能，关 
键是定义的合理性问题. 


205 



6 -再学第三章§2,引人不变子群概念.若/ V 是 G 的不变 
子群， G / N 是 (7 对 N 的所有左陪集（也是右陪集）构成的集合，规 
定 

aN 4 bN = abN 

就有意义了. 

7. 对于笫三萆§4 给出的 所有的商群的例子进行“加 细”， 
把毎个群的元素尽量写得越多越细越好.如果 自己能 举些例 子则 
€好. 

这样单线串起来回顾一下，关于 商群内容的学习会加深一步 
的. 

关于群的同态，我们已经看到，间态核有举足轻重的作用.所 
以，一旦遇到群 G 到群 H 同态映射 /，首先要讨论 Ker (/)， 然后看 
/的俅 lmg (/)， 最后用同态基本定理即得 : 

GfN ^ lmgif ) , N = Ker (/). 

当 Ker (/) = JV 和 Img (/) 的 结构消 楚了， G 的结构也就相当淸楚了. 

种种要证明两群 同构的问题最 终都得把这个基本定理用上 
去，要想学过有关内容只能多实践（多做 习题) 多观察(看书）. 

复习题 

1. 设 H ,/ C 都是群 G 的子群，且 H 是 G 的不变子群.证明 .. HflK 是 
K 的不变子群. 

2*. 设 H 是 G 的子群，对每个1&(；得一子群 = 

作它们的交集 证明： K 是 G 的一个 不变子群. 

3-设 H 是 G 的子群.证明： . V = = 是 G 的子群，而且 

H 是 N 的不变子群. 

4. 条件如上超，令，对毎个/^印，证明： c 是 N 
的不变子群. 

5. 问群 ( I l3 - |0. t .，*) 的子群 II ， ，5. ，8, ，12. i 与群 （ I l 2 _|0. 丨，.） 

的子群 K = U _ ,5* ,7‘ ， U ‘ ！能建立同构映射吗？ 

6 . 令 
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0 0 1 0 0 -1 O' 

0 0 _ 0 0 0 1 
a -i * 1 o o o 

1 0 J 0-1 o oJ 

0 0 0 -1 

0 0-1 D 

k = , 

<» i 0 0 

ioo a 

而 e 代表 4 阶单位矩阵.证 明：丨 Tie, ±,_，±) ，上 4! 在矩阵乘法之下构成的群 
(7 冏构于第二章§2习题之题7中给出的8个复2阶矩阵构成的乘法鮮. 
(它们都可以称为四元数群） 

7. 设 G 是个有限辟，/是 G 的自同构 ，同对 ，当而且仅当 x = f 时，有 

/(.<•) = 乂'.证明 ：映射 .«/(. 〆 +' ), x £ G 是 G 上的可逆变捵. 

8. 看所有实的2阶矩阵构成的集合 Af 2 (R) 的子集 

H ( 二： ) 卜 H. 

证明： G 在矩阵加法之下构成的群 （G，+) 同构于所有复数构成的加法群 
(C, + ), 再 址明： G 中所有非岑矩阵的集合在矩阵乘法之下构成的群 
(G* ，•）同构于所有非零复数的集合 C a 在数的乘法之下构成的群 (C p ，•）. 

9. 设 G 是个交换群， n 是个固定的正整数^是 G 到 G 的映射 

Oix -^ x ' > J ：€ G . 

证明 w 是群同态,并给出 Ker(a). 

10. 设 G 是所有形如 


0 - I 
1 0 
0 0 
0 0 


(;;)' 


a^O, c/9^0 


的实的2阶矩阵构成的乘法群 .K 是所有形如 


(: 



括 0 


的实2阶矩阵构成的乘法群.证 明： K 是 (7 的不变子群，给, 七商群 GIK . 

ir . 设 (Q, + ) 是有理数加解 ，（I, + ) 是整数加解.求出商群 Q/I 中所 
有周期有限的元素. 
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第四章环与理想 


前两章讨论的群盅个仪有 • -个二元运算的代数系统.本书的 
后几章将要学习同时具有两种二元运算的代数系统. 

当然，一个集合上的两种二元运算各有各的规律，这就需要读 
者首先掌握好有一种二元运算的系统的研究方法，特别是群论方 
法. 

同时,一个集合上的两种二元运算配合在一起形成一个整体， 
就需要密切注意这两种运算的联系，而不是讨论那类两种二元运 
算“ 不搭边”的各自独立无关系统. 

近世代数学中常见的有两个二元运算的代数系统有结合环、 
1^环 Jordan 环、格和 Boole 代数，等等，其中结合环背景最为广 
泛，研究的历史最长，已成为近世代数学的最基本的学习内容之 


§1环的定义 

定义 1设集合 R 上有两种二元运算，一个叫加法，记为+ ; 
一个叫乘法，记为•，且 

CD ( E ，+ ) 是个交 换群； 

(2) 乘法 •在 R 上是结 合的； 

(3) 对任意 a ，6， cGR ， 都有 

a'(b + c ) = a'b + a * c , (b + c) m a = b * a ^ c * a 
则说 ( J ?，+，•〉 是个结合环，简单地，说它是个环. 
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在不致引起混绾的情肜下，也可说 K 是个环，把写成 
而 W 去乘号.定义中的 （3) 通常称为分配律，环中运算，在无括号 
时，如同数一样，仍然是先乘后加. 

例1整数集 I 在通常数的加法、数的乘法之下是个环. 

有理数集、实数集、复数集、偶数集在相应的运筲之下，亦分别 
是个环. 

例2 设 


F = |/ i /： R - R |. 

即， F 是 R 到 R 的所有映射的集合，也就是定义在 （ -QO , + CO ) 上 
所有实函数的集合.规定，对任意 

/tf«- ： .r-**/(x) + g(x), x6R, 

则 （ F ,#,©) 是个环. 

首先，由第二章习题一之题5知道 （ F , # ) 是个交换群. 

其次，要证明 © 运算满足结合律，也就是要证明，对任意 f'g, 

有 


(fQg)Qh=fe( g Qh). 

而要证明上面这样一个映射的等式，据映射相等的定义，我们必须 
面且只需证明，等式两端的两个映射对 K 的每个实数作用相 
同.事实上，对任意 x ^ R , 我们有 
〔 (/©g)Q" 〕 U.) 


= (/© 片 ) U-)/ f (.r) 

= (/(T)g(a:))kU) 
= /(.r)U(x)/,(.r)] 


(运算 0 的定义） 
(运算©的定义） 
(实数乘法结合律） 


= / C - r )[( g ©/.)( x )] (运算 © 的定义） 

= C/0(g©/ 1 )J(.r). (运算 © 的定义） 

所以， （/( Dg )©/^。/©^©/』）. 

最后，验证#和©满足分配律,对任意 


R ， 有 
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= (g^h)U).f(T.) (运算 O 的定义） 

= UU ) + AU )〕/ U ) (运算#的定义） 

= g(.r)/U) + h{x)jU) (实数加乘适合分配律） 

= ( g ©/)(^) + (/,©/)(. r ) (运算 © 的定义） 

= [(^ O /)? K /-0/)]( x ). (运算 © 的定义） 

所以 ，（ g 料） ©/=( 名 0/># U ®/). 同理可证， 
fQ(g #/-> = (/©g)^ (f<Dh). 

例3设《是个正整数， 

在第一章§6我们已经定义了 I ,,上的加法和乘法.在第二章中， 
证明了 a , o 是个加法群. 

现证 1„ 上乘法满足结合律（先复习一下第一章§6之例题 
2) ■任取 r ，）■ ei ,,， 设， ’ X )' =;■ ， r xk = m ■，即有整 
数 ■Td 使得 

i X^ = xn + /, 0^/ < n ; I X k — yn m f (X m<n • 

同时又设 ）• Xf ， 〆 X . 〆 =/• ，即有整 数“， V 使得 
jX k = un + s y 0^ ： s< 7i ; i^< s = vn 1 1 0 ^ t<.n. 

那么，由于 

2 X (j X k) = iutl I 1*5 =iun "I vn + t , 

(i ~x j) X k = kxn t- kl = kxn + yn + m , 

而 06 n , t < n ， 据第一章 §6 引理知，”, = fw S 而知 n ,'=t' ，也就是 
< «• X _, * ) X = r x * X ^ . 

再证 i , 上加法和乘法适合分配律.任取 r ,)• 61„,设 

_/.+ 〆 =/•， r xi ' = m - , 

即有整数 s , ■(使 得 

j + k =■ ns + l , 0《/ < n ; li = nt + m, O^rnKn. 

再设 r xr = p ' ，/ r xr = ，即有整数 
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j X i = n + p ， {)^ C ： p < Ti ; kx i - yn ^ q f OKq < n . 

于是，由整数的分配律成、>.，即 G +&);=力 + 心 得到 
(y + ^ ) / = nsi + nt ^ ?fi 9 O^m < n , 
ji + ki = fix + ny + p + q . 

从而必有整数 《 使 

p + q = mi < m , O^w < n •, 

即，也就是 

(>* I r ) i * = j . i . + k ' i '. 

另一侧分配律不证 肖明. 

例 4 设 0 是加法群 （ G , _i ) 的零元素.规定 G 上的二元运算 
* ，使仟意恒对应0,即 

a * b = 0 ,对任意 a ，6 €■ G . 

那么 ，（ G , +，*) 是个环. 

例 S 由于4阶对称群8 4 的子群 

R = U,(l 2),(3 4), (1 2)(3 4)1 
是个交换群,我们把 e 记为0,把 （j 2),(3 4〉和 （1 2)(3 4>分别记 
为于是其运算表是 



0 

a b 

c 

0 

0 

a b 

c 

a 

a 

0 c 

b 

b 

b 

c 0 

a 

c 

c 

b a 

0 

再定义 j? 上一个二元运算 

* ，它的运算表是 


丼 

0 

a h 

c 

0 

0 

0 0 

0 

a 

0 

a 0. 

a 

b 

0 

b 0 

b 

1 

C 1 

: 0 

c 0 

c 
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t 先,对任意 x ,_ y €/?， 有 

(.r * jy ) *0= x * (>> *0) =0* , (0 右乘任何元均得 0) 

(x * y ) * /) = x * (y * b ) , ( b 右乘任何兀亦得 0) 

(x * y ) * a y=jc *( y * a ), ( a 右乘任 f 可兀均不变该元) 
(x *• >>) * t = j - * (>- * c ). (c 右乘任何元亦不变该元） 
这说明，对任意 x , y , zeR 恒有 

(x * >0 * 2 = J: * ( 夕 * Z). 

即《满足结合律. 

又，对任意 x ,yG R , 

(. r # y ) * 0 = (x * 0 )^ (y * 0 ), (0 右乘任何元得 0) 

( x # y )*^=( x * 6 >) H ( y * i ), (b 右乘任何元得 0) 

(.r #3<) * a =. r .^ y-(x * a ) ^ ( y * a ) , (a 右乘不变该元） 

* c = (^ * c )# (> * ,:). {c 右乘不变该元） 

再则，对任意.2：，3»46只，只要其中之一为0,则必有 
x * (y^ z) = (x * y)^l (x * s). 

同时，若： y = 2,亦必有 . r *(3»#>-> = 0=( x * y ) tKx -*^). 

取 a ; = a , )^2, 很容易看出，只剩如下 3 种情形需要验证， 
注意乘法表和加法表，有 

a*(a#b) = a*c : =a-a^0 = (a*a')^(a*b), 
a ^ (a^ c) = a * b-0 = (a * a)^(a * c) , 
a* {b^r c) = a * a~ a = {a* b)^{a* c). 

取又各有 3 种情形需要验证，而道理是完全一样的.所 
以，对任意 • rd . zeR ， 有 . r *(； y ： t 42：)=( jc * y )#(.：(-*；£). 

总之 ,（ R , #， * ) 满足乘法 * 结合律和乘法与加法的分配律， 
它是个环. 

遇到类似的代数系统时，验算各种算律一定要细心，既要简明 
又不玎漏掉任意一个 tf 形. 

例6设 Mu , 代表所有实的 n 阶方阵的集合.在通常的矩阵 
加法+和乘法•之下 ， gp 
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(a„) + (6,>) = («,^ +/«,,), (a ;> )'{b ij ) = (c ij ), 

其中 〜= ^>士，那么 （ M ,,,,， +， ■) 是个环 - 
这是环理论中最重要的一种类型的环. 

例题1 S ( G ， + ) 是个交换群，用 E 代表所有 G 到 G 的同 
态映射的集合.规定，对任意 a , reE , 

a Pi t is- > a (x) + r(_x ) ， j: G , 
<7 。：： 0 ：一 17(7(.7 ：})， x G , 

则得到 K t 两个运算 # 和。 . i £ 明：（尺，材，。）是个环. 

证明浐■:，即 0 和：都是 C ； 到 G 的同态映射，那么复 
合映射■亦为 G 到 G 的同态映射， PreE . 

要验证上面确定的 G 到 G 的映射 a # r 是个同态映射，我们 
任取必有 
(< r # r )( j : + >-) 

= a{x + y ) - t - r(.r + y) (軲的定义〉 

= t ;( x ) + cr ( 3 <) + r(_i ) + r (><) (<r 和 f 是同态） 

=ct(.c) +- r(x) + <J(_y) + r(y) (G 之加法可换） 

= U # r ) U ) + U # r )( y ). (# 的 定义） 

所以，是个同态映射， crTtrGE . #是£:上的运算. 

不难证明#满足交换律和结合律，零同态 （ T 是£的加法零 
元素，对任意 . 

- a\x-*~ <r(jc) , G 

是 a 的负元，从而 (£^#) 是个交換群. 

映射复合 ■■满 足结合律. 

任取(?，1',/5€'£及.1：€'6,有 

= (复合的定义） 

^ aipi . r )'] + Tipix )] (# 的定义） 

=- (a a p)(x) + 卜的定义） 
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(#的 定义） 


所以， 

另一方面， 

C ( 0 ° (ff ft r ) j ( x ) 

= P a < y ^ t ){ x )) (。的定义） 

二 〆 《 (: r ) + r ( a -)) (并的定义） 

= p ( ff ( x )) + ^[ r ( x )] (户是同态映射） 

= ((0" a )(_ r ) + (( O u r )(. T ) (。的 定义） 

= [( p ^)#(^° r ) Kx ). (# 的定义） 

所以， 〆 （<?# r ) = ( fcr ) 井 （ jO 。 r ) . I 

这里，应该注意到，该题证明两个分配律时用到的理由不尽相 
同，后边的用到了映射/>的同态性，而前者只用到#和。的定义. 
这个例子告诉我们，在环的定义的公理中，两个分配律是独立的. 
并不是在任何体系中，只要证明了它满足一侧的分配律则另 -- 侧 
分配律必同理可证. 

例 B2. 设 （ G , +) 是个加法群，用 F •代表所有 G 到 G 的映 
射的集合.规定，对意 

c v.x~*a(x) + r(.r) , ,r G f» , 
a 。 r:x—cr( r ( 乂 .））， a. ^ G. 

则拍和。都是 F 上的二元运算，问是个环吗？ 

分析对任意 erf r 和 yr 都是确定的 G 到 G 的 
映射，即从而#和 。是 F 的运算. 

仔细验证，不难发现， （ F ，#) 是个加法群，运算*是可纟左合的， 
问题出在分配律上.为此，只需举一反例即可. 

证明设 G = l 2 = i 0' rt ， a (0' ) = 1* , 0 (广）=1'于 
是 

〔 <Wtf#<r) 〕 (l ’）=!’， [ (ff-cr) (ff°<7)](l > ， )=0*. 

从而#和。不满足分配律. | 

例题3设 S 是个集合， i ? 是 S 的所有子集构成的集合.规 
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定，任意 

A±fi3-u-esixeAUB ax$An/i} , 
.A • B = I .?： 6 S I .r G A D fi l - 
itH 明 ：（K , 卩 ，•> 足个 环。 



A^B A-l) 


图 4-1 

证明上图之阴影部分已用字母标出，乃是 AUS 去 
掉 XflB 而成. 

首先， 对任意 A ， B , C ’ ei ?， 即 A 』， CSS , 容易看出 （ A # 
«)井0和/\#卬并0相等，如图4-2，它们都是图中之阴影部 
分. 

其次,对任意 A £ S ， 都有 A #0 = A ， 即空集0是 i ? 的零元 
素. 

再次，对任意 A £ S , 有 A # A =0 .所以 A 是 A 
的负元. 

所以 ，（ R ,#) 是个群，而且是可換的. 

迸而， J ? 上的交运算■是可结合的. 

最后，来验证及上#和•适合分配律.对任意设 
r € A , . reBUC , C . 
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图 4-2 

若上 e _ C ， ： cSC , 则 _ r € Af|B 但上-从而 

x 6(/ inB )#( Anc )=( A - ii )#(^- c)i 
若； c €" C , _ z 冬石，则 a - GAflC 但 • z ^ AnB , 从而亦有 
x 6( AnB 〉#(/ inc ). 即 

A _( C # C ) g ( AnE ) 祐 （ AHC ). 

反之，设 ie ( AriB )#(/ inc ), 那么或者 . rGAHiJ 但 
■1：$糸110.或者：^6八门0；但0：在八门召.于是必有 
iGA , x G B , x $ C , 

或者 

o:G A , xG C , , 

也就是 _ ceAn ( B # C ) = A *( S # C ). 所以， 

A -( B ^ C ) = ( A - B )^( A - C ). 

另一侧之分配律也是容易证明的. | 

命题1设 ( R ，+ ,+) 是个环,0是 （ R ， 4 ) 的零元素， - a 代 
表（尺，+ )中 a 的负元素.那么，对任意《,6，<：6尺，有 

(1) 0 'a = a *0 = 0： 

(2) a '{~ b ) = {~ a ) • b =- a ' b -, 

(3) {- a )'{~ b ) = a ' b \ 

(4) a - ib - c ') = a - b - a ' b,{a — b)-c = a ' c ~ b ' c . 

证明对任意有 

0 1 a = (0 + 0)* a , (0 是零元） 
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O-rt =0 -a +0- a , (分配律） 

0 - 0 • a . (加法消去律） 

对任意 a,h€： R ,4i 

a-{-b)^-a-b = a{b + {-b)), (分配律） 

n-( ~ b) + a •f?=0, (上面证过） 

这说明 - M 是的负元，由负元的唯…性知道 《•( = 

同理， （一 u ).6 = - a-b. 

由于（-<0‘（-6)=-〔 < ^( — 6)〕=—|> (1 -6〕，而任何元素 
的负元的负元恰为该元自己，战 （ -a )•( - A ) = a -6. 

由于 b - c 即 6 + ( — 故 

a-(b~ <') = a •/)— c ) = a ' b + (~ a 4 c ). 

也就是 — = 同理， （ a -6 )-c = a * c -6- c . | 

这个命题证明了环 K 的零元素 0 与任何元素 a 相乘均为 0. 
但是， S 过来，由环的定义不能保障 u 乒0且6乒0则必有 a •6# 
0.这我们可以从例4、例6和例题2看出来. 

定义2设 （ fi , + ,0 是个环，如果 S 的乘法有单位元 H 即恒 
等元），则说 R 是个有单位元环,或称有1环.称 f 为 J ? 的 单位元 
(或恒等 元）； 对于环只的元素《，若有6^0以及使 d =0 
以及 c «=0, 则说《是 J ? 的一个零 因子； 如果环只不含非零的零 
因子，则称 _ R 为 无萃因 子环； 如果环 R 的乘法是可换的，则说 R 
是个交 换环; 有1的交换的无零因子环称为螫环或 整区. 

例如,整数环、有理数环、实数环都是整环，但偶数环 不是整 
环，它没有一个元素是乘法单位元. 

例题 4 圩 ( U , x ) 是整环的充分必要条件是„为素数. 

证明 我们已经知道1’是 I 。的恒等元，乘法•可交换. 

当 n 为素数时，若 ' ^0* , f ，设 
i X j = tn + r , 0^ r < n , 

则 r 尹 0, 否则 》 必整除纟或整除 >. 所以 

i" x / = r -#0-. 
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反之，若 》 不为素数， 

n = st y L < s < ?; , 1 < f < " ， 

则， x ：，=(>• ， I „ 有非零的零因子. I 

命题 2 如果（尺，+ ,*>是个整区，那么 J ? 的乘法满足消去 
律 ； SP a ,6,< GR , •则蕴涵6 = « 

事实上，若 = 则 

0 = a 9 b ~ u • c = a ( f > - c ). . 

而 a ^0, R 无非零 的零闵 子,故必有 6 - c ' =0,也就是&= c . I 

例题 5 环 （ R ，+ ,.) 中任何元素 a 怛有 a’《z = a ，则 i ? 必为 
交换环. 

证明任取 a , 66 J ?. 据题设，有 

(, a -*- b)'(a + !)) = a + b . 

但是，由命题1知 

(a + b)'{a + b } = a , a + a'b + b , a + b ' b , 

从而知 

a + b = a ' a + a m b -^- b'a + b ' b . 

再由 a'a = a , b'b = b 及加法消去律可得 

a 1 b + b - a =0 . ( 1 ) 

因为⑴对任意都成立，特别地取 <1 = 6 ,则有 
a"a + a"a = a + a = 0, 

印对任意都有 a = 于是，（1>式就变成 

a *6 = - b-a = b ' a , 

这意味着 R 是可换环. f 

由于一个环 （ i ? , + , •) 即是一个加法群 （ i ?， + ) 又是一个有乘 
法的代数系统，所以，前两章中关于有一个二元运算的系统、加法 
群所惯用的写法即可直接使用而毋需再做解释. 

例如4是正整数， 

a = au --- a , k 个 a 相乘， 
ka = a + ••• + a , k 个“ 相加， 
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当 A 为负整数时， 

ka — (- a ) 4…+ ( - a ) ，々个 -tz 相 ll . 

命题3如果环 （ J ? ，—•，•）有乘法恒等元，设 为， ，那么对任意 
??$•!» a ^: R na = ( ne)a . 

证阴当 ? i -0 Hi 1 0 a -0 1 - 0, 当然有 

当 u >0 吋， 

na = a + a + '- + a y ” 个 u 相加， 

(ne)a = (^ -h ^ + ••• + e )a , " 个户 相加 . 

用分配律，立得 

{ yie)a — ea + ea ~ u + ••- ^ a = tia . 

当 ”<0时，川= 一 ”>0, R 

fia = ( — ) a = ??1 ("- a ) , 

前已证明， 

m ( - a ) = ( jne )( — a ) t 

用命题 2 得 （ me )( - a ) = ( ( 〃/ t ? 〉•在群论中 Q 熟知 -(）= 

(一 w 〉 e . 所以， 

na = tn (- a ) - ( me )( - a ) = ( - ( me))a = ( ne ) a . | 
给定一个交换环 i ? ，把 i ? 的 h X « 个元素排成一个正方表 

卜 " 《_ 2 …“叫 


1«..1 <1；2 •" > 

即称为是 R 上的一个” x „矩阵或„阶方阵，《。称为 A 的；行_； 
列兄素. 

规定 


till 

_ 

•- «!•, 1 


^ (2 - 

•- b„ 

^21 

a 22 * 

__ ^2.. ! 


b:2 • 

•• b,„ 

心 1 

0,2 


b, A 

t> n2 • 

•• b„, 
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其中 

c‘j = 2 a 'i^ > h ' 1 ^ i I j ^ n . 

仿照《高等代数》中对数字矩阵的讨论，容易验证， R 上所有《阶 
方阵的集合在上述运算之下构成 -- 个环，称为 R 上„ 
阶全阵环. 

当 i ? 有单位元 £ 时，矩阵 



即为 M„ Xm (/?) 的单位兀.即使 i ? 是可换的，当^>1时， 
M „ K „( R ) 却可能是非交 换-当 R 是整区时， M 〜 （ R ) 却可能有非 
零的零因子. 

矩阵是环论讨论的主要背景之一，在处理特殊问题考虑反例 
时,矩阵环是首选对象. 
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定义 3 设 i? 是个有单位元 J 的环 ./? 的元素 a 称为的一 
个单位，如果有 b & R 使 d = ^=l. 

学过《线性代数》的人都知道，数域上的《阶方阵不为零因子 
则必为可逆矩阵.用我们这里的术语来说，就是，数域 F 上的 n 阶 
全阵环中，某元素不为 零因子 则必为单位. 

但是，此事实不能照搬到任意交换环 i? 的情形.例如，整数环 
I上2阶全阵环 M 2x2 ⑴中，矩阵 



不为零因子-因为，对任意 A 6 M > 2 ( I ), 设 

A = ( ^ J , a，(>，c 'd&I ， 

恒有 

12 0 \la U b \/2 0 \ l 2 a 2 b \ 

\0 2 /\c d)~\c dl \0 2 )"\ 2 c 2 d }' 

要 

12 a 2 A \ /I 0\ 

(2 c 2 dl ~\0 ll ' 

必须有 2 a = l , 2^ = 1，但 tzjei , 这是办不到的事情.故矩阵了 
不是单位. 

同时，当 A 关 0 时 ，即 <j ,6,(；，^/ 不全为 0 时 ,2 a ,26,2 c ,2 J 
亦不全为0;也就是 

TA = AT¥=0, 

这说明 r 不为零因子. 

翠位元是个单位，但不要把单位错当成单位元,这一点，看书 
时要特别加以注意. 


习题一 

1.用 E 代表偶数集，+是数的加法.规定，任意 m ， n eE , m ” 
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+細.证明 ：d + ，。）是个环. 

2. 环（灰 ， + , _ ) 为交换环的充分必要条件®，对仟 +；© u , 6 £ K 都有 

a ' - b 1 ^ ( a ^ bXa - b ). 

3. 设 （ K . + ,•> 是个环， u ./ j . tGi ?. 证明 ：（a - b ) + ( b - c ) = a - c . 

4. 设环 （ k , + ,•) 为尤零因子环，果 en .， 那么 t •是 R 的恒 
等元. 

5. 设 （ K , 十） 足个 交换群.规定，对任意 u .A = 0. i 正明： 
( K , + ,0 是个 K .. 

6. iTBR ： VI 的交換玎满足乘法消去祚即必为整环. 

7. 证明： •'£ 意一个含5个元索的环都是文换的. 

§2子钚和理想 

定义1设（尺，+ , ■) 是个坏， S 是 K 的一 t 非空子集.如果 
+和‘也是 S 的运算，且 （ S ， + , •) 也是个环，则说 （ S , + , •) 是 
( i ?, + , 0的_ -个子环.当所指运算不会混痏时，可简单地说 s 是 

R 的子环. 

例1上节例丨中，偶数环是有理数环的 子环； 偶数环、有理 
数环都是实数环的子环. 

例2上节例2中，用 C 代表所有连续的实函数的集合 . F 上 
的运算井和 u 使任意/, ^ ec 对应. 

f g I - f (- r ) + girr .), j ：€ R , 

/© g: -f. — /( x)g{x), X € R 

由于 /# K 和 /« 片仍为连续函数，故#和®也是 C 上的运算.而 
且 （ C ，#) 是交换群. 

至于#和0满足环定义对运算律的要求是很容易说明的.所 
以 （ C ,#,®) 是 （ F ,#,0) 的—个子环. 

例3设 Afp , 是所有《阶实方阵作成的环 u ： 节之例 4) .那 


么 
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= iUJGM ， … 为偶数 't 
& Af „,„ 的一 个子-环.同时 

S = /时 

也是 iVf ，.,, 的一个子环 . S 中的矩阵即所谓下三角矩阵，对角线以 
上的元素恒为0,即有形式 

fa " 0 0 … 0 

j «2 i «22 & …0 

i …I «；： «33 ... 0 

1«,1 a nl a ., } •■■ a „„_ 

在《高等代数》中，我们知〕 f ， 下三角矩阵之和、差仍为下三角 
矩阵 ，（ S , ' 卜 ） 是个交换群，同时两个下三角之积仍为下三角矩阵. 
同理，所有形如 


「4 0) 

lo 0 / … 

的实距阵, A 是阶方阵，，也作成 M „.„ 的 一子环. 

所有形如 

]« u 0 ••• 0 ' 

| a 2l 0 ••• 0 

.1： 0 - . 0 . ■ 

的实矩阵也作为的一个子环，记为 M 卜 . 

命题1设(；?，+ ,•)是个环， S 是沢的非空子集•那么， S 是 
R 的子环的充分必要条件是 

(1) 对任意 a ，'6£ S ， 有 a + 

(2) 对任意 a 6 S ， 有 — 

(3) 对任意 a ，4»€ S ， 有 a • 6€- S . 

证明若 < S ， H ，•）是 U , ，•）子环肩群是 （ K ，+ ) 
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的子群.由第一.章§2知道 . S 必有满足（ I )和 （2). 

R 的乘法也是 S 上乘法，故 S 满足 (3). 

反过来，如果 S 满足 （1) 和（2)，则 R 的加法必然是 S 上运 
算，且（5, +〉为交换群.而条件 （3) 即保证 f i ? 的乘法也是 S 上 
的运算.自然地 S 上乘法满足结合律. 

由于 S 上运算乃是 R 的运算派生出来，它们当然还满足分配 
律. 

所以， S 是 R 的子环. ■ 

例4在实数环 K 中，所有形如 

a + bj 2, 为整数 

的数构成 R 的一个子环. 

记所有这种形式的实数的集合为 S . 

对任意 x = a + b -Tl 6 S , 有 

-x = - (a + b /2) = a ) + (- b }/2, 

- a 和 - 6 仍然为整数，从而 -： c 6 S . 

对任意 x = a + bj 2, y=c + d ~/2^ S ,^ 
x + y = (a + c ) + (b + d }/2, 

而 a + c 和 A + c / 亦为整数，故 a - + G S . 

最后，对任意 x = a +6 乃，： y=c + c / v ^ eS , 有 

xy={a + b /2 )(c + d -/ l ) = (ac + 2 bd ) + (ad + ( k }/2, 

其中 ac +2 bd 和 + 都是整数.所以 , ry 6 S . 

总结之 ， S 为 J ? 的子环. 

例屬1 S 是所有形如 a /2” 的有理数构成的集合，其中 a 和 
n 是整数.证明 ： S 是有理数环的子环. 

证明对任意 x = a /2”， 有 

a /2" + b /2 m = ( a 2 m + b 2") l 2 m + "^： S , 
( a /2”.（6/2 H /2 …65， 

-( a /2 B ) = {- a )/2 ,, 6 S . 
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故 S 为冇理数环的子环. I 

例题2 在复数域 上所有 2阶方阵构成的环 i ? 中，所有形 


如 

\ a + by — 1 c + d y -11 

[-,：+ d 1 ■y r ^ r l a- b ■y r ^l\ 
的矩阵的集合 s 是 K 的一个子环. 
证明令 

/I CM 1 


a ' b ’ c ' d 为实数， 


- y-~J 


I 0 l\ 

1-1 oJ 7 


k - 


0 


0 


则 S 中的任意元 x 恒可写成 

x = + bt + cj + dk - 

于是，对任意 x ,3^6 S ， 很容易看出 j + y 和- jc 属于 S . 
同时，研究的乘法表， 

e i j k 


-k 


即知，若: r ，： yGS ， 则矩阵 o 亦为矩阵用实数相乘后相 
加而得，即 *2^ G S . 

故 S 是 R 的子环. ■ 

读者只要仔细对照我们在群理论中的讨论，很容易看出命 
題1的 （1),(2) 两款等价于 （ S , + ) 是 （ i ?, +) 的加法子群•所以， 
有 

命«2设(尺，+，0是个环， S 是 J ? 的非空子集.那么， S 是 
R 的子环的充分必要条件是 
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(1) ( S , +) 是 （ i ?，+ ) 的 子群； 

(2) 对任意 a ，6 G S ， 有 a _ S . I 

命届 3 设 （ R , + ，‘）是个环 ， S 是的非空子集.那么， S 是 

R 的子环的充分必要条件是 

{1) * 对任意 ajGS ， 有 a - Si 

〈2) • 对任意 a ，6 €■ S ，有 a • f > € S . I 

为了检査自己对子环概念理解的深刻程度，你也可以不去翻 
群论中的结论而直接按定义证明上述两命题. 

例5整数环 I 的子集中，所有偶数的集£是丨的于环，因为 
它在减法和乘法之下 封闭； 所有奇数的集合 Q 不是丨的子环，因 
为 Q 在减法之下不封闭，例如 7,3€ Q ，但 
7 -3 = 44 Q . 

也可以说,数的加法不是 Q 上的运萁，或说 Q 不是 I 的加法子 
辟. 

例6本节例2的环 （ C ,#,©〉 中，子集 

s = i / ec |/{ 2)=oi 

是 c 的一个子环.这是因为，对任意 /, g ec , 

(/— S )(2)=/(2) -发(2)=0， 

(/©g)(2) = /(2)g(2) = 0, 

即 /- g es , / e g es . 

命腰4设4, 都是环 R 的子环.那么，它们的交集 s 

= J ^ S , 必蟪也是 R 的子环. 

分析不管我们用命题1至命题3的哪组条件验证,都百先 
要验证 S 是个非空子集. 

..作为子集，每个氏都非空并不能保证它们的交集 S 必然非 
空. 

但是，这里的每个氏都是子环，它有更进 一步的 性质. 

证明学习群论时已经知道，加法群只的毎个子群\的零 



元素必然就是尺的零元素 0 .由于 06 艮， 《 e /， 所以 

oe()s 0 = s, 

从而 s 非空. 

进一步，对任意 n s , 应有 

a , A €• S„ , a€r I, 

而氏 是 R 的子环，从而对每个 06 / 而言，都有《 - 66S 。， 再据 
s 的定义，必有《 - f > es . 

同样，对任意 < z ， 6 € S ， 应有 

a S„ , a $• /, 

而 S „ 是 K 的子环，从而对每个 ae /而言，都有幼 6 S ,， 再据 S 
的定义，又冇 ubes . 

所以， s 是 R 的 子环. ■ 

定义2 设尺是个环， 《 6R . 做尺的子环族 
A = | S 岛 K 的子环 UGS !， 

我们把环（注意尺 A 非空） 

ns 

你为 R 的由元 索^生成的子环 ，记为 u >. 

推论 是 R 的包含《的子环中的最小者 •. 

证明 首先，是 R 的一个包含元素 a 的于环. 

其次，设 S 是 i ? 的任意 子环， rt € S , 那么由定义知 S € A , 而 
是所有 A 中元的交集，当然有 U > CS , 

这就意味着是所有包含《的子环中的最小者， | 

本来也可以直接把推论拿来做的定义，但需要解释“最小 
者一定存在”这句话，而现在的定义虽然文宇较多,但不需 要进一 
步地解释.它也便于与前面学过的一个元素生成的子群，后面要学 
的一个元素生成的理想、子域等相对照. 

命理5设 i ? 是个环， 那么， i ? 中所有形如 
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m 丨 a + nil a l + * * * + m,a l • 

的元素(其中 Z 是正整数,都是整数)做成的集合 S 恰好 
就是 a 生成的子环 U >. 

证明取 i = l , m , =1,知 a 6 S . 所以 S 是个非空集合. 
对任意 • ZdGS ， 按 S 的定义，必有 
■r = wqa + m 2 a 2 十…+ m t a , y = ti ,a + n 2 a 2 + ■•■ + n r a , 
其中 r 和 r 是正整数， W | ，...， m , 和 〜，•••，〜 均为整数.不妨设 
于是 可将； v 写成 

y = n,a + ••■ + n , a ' + n ,+ … + n,a , 

其中 n ,.*, =…=1 =0. 于是 

x - y = (?/!, -?!,)« + ••• + ( ni , - n,)a , 

且诸 m , 仍为整数，所以 , r -^ es . 

同时 

xy = : m , n , a 2 + ---+ , 

仍有 ; r ; y 6 S . 

所以， S 是的一个子环，且 a GS . 

S 是含 a 的子环，而 < a > 是 _ R 中所有含 a 的子环的交集，故当 
然有 〈< i 〉 GS . 

另一方面， < a > 是个含 a 的子环，故 

a , a 2 ,-, a ' e < a ), t 为任意正整数， 

进而对任意整数, m 2 ，…， 亦有 

wi l a ,---, m , a ， 6( a ), 
m ] a + 7« 2 a 2 + … + m , a l €-{ a ). 

也就是说， S 中的每个元素都在0>中，即 S ^(^). 

总之，有 S =〈 a >. | 

例如，我们看整数环丨中元素8生成的子环〈8〉.它的元素应 
该形如 
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m 8 + ? i 64 + …+ 是 8 f , 



但 由于 r; = _8, 形如 n64 的元素已经包含在 m8 类型里了. 

所以， m8 概括了〈8>元素的全体，故 

(8) = \ w 81 m 6 1 1 • 

也就是<8〉= i ••• -8,8,16，…I . 

又比如，在实数环 R 中看） f 生成的？环〈方〉.它的元素应该 

形如 

" I ,、)2 — » i 2 …'/ 尹， 

但是 

Wj 'J 2 3 =2?/；i , nii = 2? n i ^ f 2 , 

丁-是可以把爪，勹 2 m A 合并，讲 2 与 2 w 5 合并，知〈方〉元素的一 
般形式 2 〃 f + n ^2 + tJ ^ , m , n , t €: I . 

进一步，对于环 E 的任意一个非空子集了,作 R 的子环族(注 
意 R 本身是 A 的一个冗索） 

A = iS 是尺的子环， TGS 丨， 

又可得到一: F 环 

ns 

通常称之为丁生成的子环，记为 〈r〉. 

命理6设了是环 i? 的非空子集，则 r 在 i? 中生成的子环 
恰为由下述形式元素组成的集合， 

(ii +…+ 〜 + + …+ + d,e,f, + '■■ + d,e,f c + 

- 1- XiXi'-'X, -t.*• S| 2 2 -"2, , ( * ) 

其中诸 ai ， b〆 .. ，、 均为丁中元素或它们的负元. 

证明由于均为集合'丁的元素或其负元，对于 
R 的任意子环 S, 如果 TeS, 据子环的定义，诙 （* ) 型元必然在 
S 中.从而每个 （* >型元素在所有包含7■的子环的交集中，也就 
是每个 （* ) 型元必然在丁生成的于环中. 

另_方面，任意两个 （* ) 型元素之和、差仍然是 （* ) 型元•又 



由环的分配律可算出来，任意两个 o ) 型元素之积亦必为 （* ) 型 
元.也就是说，所有 （*) 型元素构成的一个子环.而且此子环包 
含丁. 

设 R 中所仓 ) 元素的集合为丁'上述事实说明〈丁 >2 
: r ,而 r _ 又是含了的子环，敁 r 2 〈了〉.所以 ，〈丁 >= 了‘ . 

证明中并没要求（ * ) 元有表，去隹一性.既使 a , 中有 
某些是重复的，可写成 

a 1 "t a ： + *** a „ — m [ I … i m r a : , 

即把所冇相同的元和 t 们的负元素合并记在 -- 起，我们也玎以不 
合并. I 

现在看丨，咒 了只含 2 个元素的这种比较简单的情 
形. 

此时 ，（*) 中 〜 + •••+〜 无非就是丁中 w 个元素与若干个 
负元素之和.归并之，即心+汸， ^,/ ei . 

同样， + …中之和&只能是 ± u , ± 6 ,归并之， 
即 

sa 2 + pab + qba + tb 2 , s , p ,q , t ^: \. 

对于 3 个元素相乘形式，它们可并成 
ma 3 + na 2 b + sab 2 + tb 3 + iaba + jbab + ifefta 2 十 lb 2 a , 

其中 m ,n ,s , t , i ,j ,k ,1 都是整数. 


这样，一般项就被合并了. 

如果 a 和6还可以交换，即 a 6 = 6 a , 那么备项还可以进一步 
合并. 

例 S 3 求出整数环丨中6和9生成的子环〈6,9〉. 

解此子环含所有形如 

k6+ A, k'l€l (*) 

形式的整数，而 I 是交换环 




s6 2 i - p (6-9) + ?9 2 - (6 s + 9/>)6 + (9t)9, 
也具有 （*) 形式.同样 

?/i6 3 + ? ； 6 2 *9 + ••- 


也可写成（ * ) 形式.所以， 

厶 (S+/9 ， k,iei 

就代表了子环(6,9〉的听有元素. 

进 -- 少，由 T k6-i 19= (2k 卜 3/)36 〈3>，且3 = ( - U 6 如9& 
(6,9),知得= . I 

这个例子告诉我们，任意给定的宇集了所生成的子环的元素 
衣达起来形式比较复杂.但对于具体的环，具体的子集，却有可能 
J 1 H +: 台并和化简，表达起来很简单. 

例题4在所有实的2阶矩阵构成的环 iV ^( R ) 中, ▲ 其子集 

H (: :)卜 H 

生成的子环. ■■ 

分析丁中若干个元素之和仍具有 

/0 m\ 广 

. L ( J ， w ，巧， 

形式.再看任意 两个丁 中元之积，由于 

/0 m WO V 卜 0 \ 

l« (WU oi _ V 0 • Inf' 

可以看出<了〉必然包含所有形如 

1 一 … U ， 


( 1 ) 




⑵ 


的元.由 （1) 型元与（2>型元做和，即得 I 上所有2阶矩阵. 

本来还要举練看3个(1>型元素之积，等等，但上所有2阶 
矩阵构成吣(11)的子环•由〈了〉之最小性，我们就不必再探讨其 
扩大的可能性了. 

解用 M 3 ( l > 代表所有整的2阶矩阵所构成的环.風然， 
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另-方面，对于 m 2 ( r ) 的包含丁的任意 一 个子环&由亍 
/0 M 


0 


es , 对任意 


故 


UU- 

义因为，对任意 m ,«6 i 恒有 

/0 m 

U 0 . 

所以，对任意均有 


\0 k 


es , 




|es, 


也就是 m 2 ( i ) ss , 即 m 2 w 是含丁的最小子环. 

从而得到， = I 

在群的理论中，正规子群（即不变子群）作用巨大，地位重要. 
设 < G ，0 是个群， H 是它的正规子群，那么，对任意陪集 aU , 

可以规定 

aH ' bH = abH ( *-) 

使得等价类的集合 G / H 也构成一个群. 

在那里，我们特别强调，只有对正规子群而言 ，（* ) 规定的运 
算才是合理的，也就是此时可保证，如果 
必有 


abH = a , b , H , 

即（ * ) 的规走与每个陪集的代表元的选取没有关系.否则， （* ) 的 
规定不会导出 G / H 上的确定的运算. 

现在，我们讨论环 （ R ， +，•>.由于 （ R , + ) 是交换群，它的每 
个子群都是其正规子群.麻以，对于 （ R , + ) 的任意子群 （ A , +). 
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完全抛开乘法不管，只把它们作为群的讨论，则 
G/A=\a + A，6 + A ，...| 

是个加法群.如果 C 7/ A 的加法记为#，则对仟意 a ++ 
0/4都有(^ + 八）种（办十7\) = («»"6) + >\. 

但是， R 是有乘法的，能不能由 i ? 的乘法自然的引出 R / A 上 
的一个乘法呢？对任意陪集 a + .4 ，6 + A ，令其'对应姑 + A ， 是否 
就述立了 GiA 上的一个乘法泥？ 

关键在于，上面所说的“对应” 

(a I AJ >+ A)--ab + A 

是否是 （ G / A)x ( G / A ) 到 GiA 的映射.必须注意,这里随便说了 
个“对应”是不对的.集合间的映射中所用的“对应”概念是有严格 
的含义的.具体到这里来，应该要求，对陪集 u + A,6 + A 按给定 
的办法要有唯一确定的陪集与之对应.必须与陪集代表元选择无 
关.不能随便一说了之. 

要使“与陪集之代表冗选择无关”一事成立，即要求，若《 + A 
必有 

ab + A = aibi + A . 

让我们仔细分析一下这个要求.条件 

a + A = a , + /\, b ^ A = b { + A , 

即有，: A 使 

a + .c = a ,, ^ + x = 6, 

于是， 

6 , = {a ^ x){h y ) — ab ay xb xy . 

想要有 d *, + A=d + A , 只要使 

ay + a:b xy ^ A 

就行了. 

如果 A 是 （ R ，+ .) 的子环，由子 x ， jy €* A ， 就保证了 j ： y ^： A . 
仍不能保证对 任意： r ,： y €4 和任意都有 w + x & SA , 
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于是,需引出下列的 

定义3设 （ R , +，） 是个环，/\是只的非空子集.如果 

⑴ （1 + ) 是 （ K , t ) 的 子群； 

( 2 ) 对任意 j + , )€• A 和任意 cj ， &€• R 都有 叩 G A , xb^ A , 
则说 A 是 R 的 理想， 

从定义中可以看出， A 为 R 的理想则 A 必为 K 的子环.因 
此，冶人也你环的理 想为环 的理想子环. 

又因为条件 ( 2 ) 体现了两蒯要求，即对任意 t 6 3，从右乘以 
R 的任意 7 i ^, 要求 a _6€ A : 同时，对任意 . vGA ，从左侧乘以 R 的 
任意兀 fi ，耍求 «>•€ A . 因此，有时称环的理想为其双侧理想或双 
边理想. 

例7所有2阶整数方阵作成的环 M 2 ^ 中，所有元素恒为偶 
数的方阵集是 M 2 , 2 的一个理想. 

对矩阵减法封闭，它* 的-•个加法子群. 

任取 


都有 


ew 2 . 


2 m 
2n 


2p 

2 q 


^ K , 


I a b \ I 2 ??i 2 p \_ 1 2( ma + nb) 2 {pa ^ qb ) \ 

\ c dl\2fi 2q) \2(r/ic H ?tei) 2( /x + qd) j: 厂 2 ’ 2 ， 
另一侧条件的验证道理相同， 

例8整数环 （ I , + .0 中.对一固定正整数1集合 
-2 ； i , - ?i,0,n ,2« ! 

是1的理想. 

A 对减法封闭， A 是 I 的加法子群. 

I 是交换环，条件 （2) 之两侧要求变成同一要求.对任意 
A , a ^ l,Tkx = kn , 是为某个整数.于是 

a ' x = a'kn ={ ka ) n ^: A . 

A 是丨的理想. 
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例 9 设 P 是所冇实系数多项式作成的环， F 是所有常数项 
恒为 II 实系数多项式的集合.那么， F 是 P 的理想. 

任取 F 中元素它们的常数项为0 ,从而 /( x )- 
尽 （. r ) 之常数项亦为0,也就趟说 fU ) _ ) 6 f . 所以， f 是 P 
的加法•子群. 

对任意/ U ) 6 F w U ) G P ，由亍/ u ) 之常数项为0,故 
«(_>•)/(/) 之常数项必为0,即 

« (.* )/(-1') 6 F. . 

又因 F 是交换环，验证 -侧 条件就够了. 

F 足 P 的理想. 

例 10 在例 7 的屮，所有形如 

(I 0°)' — 为整数， 

的矩阵的集合 A 是 M 2 x 2 的子环，但 A 不是 M: x2 w 理想. 

要验证 A 为 / W 2 , 2 的子环是容易的. 

进一步，对任意整数功 ，(/, 都有 

( m p )i a °) = / mH + ^ °) eA 

\ « ql\b 0l \ rla + qb o/ 

即 A 还满足条件 （2) 的左侧条件. 

但是，取 



这说明 A 不是 M 2<2 的理想. 

与子集生成的子坏概念平行地，我们需要研究子集生成的理 
想的特点. 

命届 7 设 R 是个环,都是 R 的理想.那么，它们 
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的交集 A = n ； A „ 必然也是 R 的理想 • 

证明对于每个 人都是 R 的理想， A 。 当然是 R 的子 
环.利用命题4可知，它们的交集 A 必然是 R 的 子环. 

进一步，对任意《€八， rGR . 由于 A 是诸 A „ 之交集，故对 
每个《恒有，又由于次均为 K 之理想，从而对每个 aGI 
都有 


ra €• A a , ar 6 A „. 

进而， to •和《「必在所有 A 。 的交集 A 中，即 
ra 6 A , ar(z A . 

这说明 A 是 R 的 理想. ■ 

再提醒读者注意， R 本身是 R 的理想，而且它包含 R 的每个 
子集.也可以说,的任意子集都包含在某些理想中. 

有了这些准备，即可给出 

定义 4 设 _R 是个环 ， r =_ R，T 非空.作 R 的理想族 
j / 是 j ? 的理想 /red 

得到的理想 

称之为 R 的由子集7•生成的理想，记为 （ T ). 

特别地，如果 T 仅有一个元素 a ，则把理想 （ U |) 记为 （ u ) ，并 
称为是由 a 生成的主 理想. 

定理1 设丁是环 R 的非空子集.那么， i ? 中所有形如 （* ) 
的元素的集合恰为（了），所谓 （*) 型元者乃有如 

+ ••• + n , a , + r , b , + . ••十 r y b k 
+ C, J, + … .1 L -而 +X|(/,3-| + ••• + x { diy,> { * ) 

其中 ，…， n , 是整数，〜和山，…， 
‘是 T 中元素.而 r , ，•••， r k ts , ，…，巧和々及: y _ 

是 _ R 的元素. 

证明 可与丁生成的子环<了〉构成情形的址明采取完全一 
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致的步骤(对照命题 6). 即逐步证实如下 论断： 

(1) 对 i ? 的任意理想则 J 必然包含所有的 （*) 型 
元； 

(2) 进而， （ T ) 包含所有 （*> 型元素； 

(3) 两个 （*) 型元之差仍为 （*) 元； 

(4) 对任意 只要 则 

?-(?;, a , ) = (??, r ) a , , r ( r l b ,) = ( rr l ) b , , 
r(c, 5,) = rc,.?, , r(.r,<i|^| ) = (rx, Jii^] 

都足（ * ) 型元索.利用环的分配律可以说明， r 乘（《 )型元仍得 
(*) 型元. 

(5) 所有（― ） 型元的集合是 R 的一个理想. 

(6) 该集包含在〈7'〉中，反过来又要包含<丁>,故二者相等. 

I 

推论1设 R 是个环，那么 〈 a > 恰为所有形如下的元 
素构成的 集合： 

na ra + as + X ] ay { + ** • + , 

其中 h 为整数，，…， . x ,. 和： yi 都是 R 中元素， I 

推论2设 i ? 是个有恒等元素 e 的环， a 6 R . 那么 u 生成的 
主理想 U ) 恰为所有形如下的元素构成的集合： 

x\ayi + ■■■ + x,ay, , O *) 

其巾 1 , ■ ■ ■ , a ：, 和: y , ,."， x 是 R 的任意元素. 

这是因为，对于环 K ，（ a ) 中元 

na = n ( ea ) = ( ne)a = ( ne ) ae , 
ra = rae , as = eas , 

从而毎个 （ a ) 中元素均可表成（ * *) 型. | 

例届 S 在整数环 + 中，每个子环 S 必定是由某个非 
负整数生成的主理想. 

证明如呆 S 只含有0元，那么 s =( o ). 
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若有非 0 整数 出€5，则3 必含有正整数.看 S 中的最小的 
正整数 《. 

对于 S 中的任意整数 ； ，用 H 去除< 得 
t 二 qn + r ， 0^ r<C.n . 

由于 S 是子环，…乃是若干个 w 之和或若干个〜~之和，故 
&所以 

t - qv - r 6 S . 

由的最小性，可推出 r = 0, 即 t ~ qn. 

所以 ， .s = u .€ ii 恰娃，；生成的主理想. I 

事实上，在第二章§4,我们早就证明过，整数环 U . H -) 的每个 
子群必然是由某个非负整数《生成的. 

现在 又证明 r 一遍，技巧相冋，得出，整数环 （u ,•) 的每个 
理想也必是由某个非负整数生成的. 

1的每个加法子群都是作为环时的理想，这类环是很特殊的. 
设 A , i 3 都是环 i ? 的理想，用 （ AU /3) 代表集合 AUB 在尺 
中生成的理想，再令 

A + C =| x ^ i ?|. «=« + />, a A , i 6 CI . 

并称为是理想 A , B 的和.有 

命题 8 设 A , B 是 i ? 的理想.那么 A + B =( A \ JB ). 

证明首先，可断言 A + H 是的理想. 

对任意 .£ , >■ 6 .4 — S ,设 

.1 = b , y = c + d , a , c^z A , b , d(zli 
则必有 .T — y = (a — t-y + (b - d )^： A + B . 

对任意 .r = « + A G .4 4 13 及 r € R , 恒有 

ra .- = r(a + 0 ) = ra + rb ^ A + B .. 

同理又有 ,; r 6 A + / i . 

这说明 A + B 是尺 的理想.任意均可写成 = a . t .06 
/3, 从而 AUC 包含在理想 A + B 之中.据 （A UB ) 的定义，得 

( A ( JH)QA + B . 


238 



另一方面 ， （A U /0 是个理想，且含 A 又含 B , 所以，对任意 
<i G A , b [ i ，必有 

rt +66( AUB ). 

从而 A + Cd (/ AljH ). 

总之，有 a b = </a im ). I 

例题 6 设 R 是个有单位元的交换环.给出 a ,,+* ‘，在 
R 中生成的理想. 

解看 K 的子集 

T=\r,a, + ■■■ + r n a,, $ i? i n ，…，〜 €• R I . 

首先，对任意 sd 6 T , 设 

s = r 1 « 1 I- …+ /-„a ，‘, r,GR , 

? = *- ••- + L„a„ , L,^ ： R. 

则 

s - Z = (r, - )a, +…+ 0 , ~ l„)u„^T. 

同时，对任意 _ reR ， 及 r /, +… + 有 

:( 广 # 丨 +…+ r„u„) = (xr l )a l + …+ (,rr„)a„ € T, 

(r, a, + …+ r„a„).r= (r, ^)a, + ••- f- (r„,z)«, € T, 

这说明丁是的理想. 

其次，设^是反的单-位元，则 

a, =Oai + ••_ + ra; + . ••十 Oa„ € 了 , 

又说明 q ，…， 

最后，对 K 的任意理想 A ， 只要 七， … ， a ,, 6 A ， 那么，任取 
均有 

>'id ,■ ,r„a„ 6 A ,〜q 十 … + r„u„ 6A . 

从而 rQA , 所以了就是〜，...，〜生成的理想. 

此时,我们有 

了 = ((1|，...，《„ ) = ((!!) + ( a 2 ) + … + (n"). I 

此后，要不断地处理有1夂换环中各种问题，遇有有限个元素 
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生成的理想的表达形式时，一般不冉解释.特别是—个元素 U 生 
成的主理想 U ) 中元素的表达形式读者更应有明确的认识■绝不 
可以认为，任意环 K 的主理想 

( « ) = I ra I r G J? I 
或 （(3 > = I 2 r ' as - I r ; ，5,云 J ? I - 

例題 7 设 A , B 是环 K 的非空子集.通常用 AB 代表 K 中所 
有形如…~ +…+ a , A , , a , G A , & 6 B , re 为正整数，元素构成 
的集合.证明：当 A ,/ i 都足 R 的理想吋，集 AJ 3 也是 K 的理想. 
证明任取设 

a, b, + ■■- + a„b „ , <i, G A , b,^:B , 

y= c x cl, + ••- f c m d„ , c- t 6 A , d,€B, 

那么 

a n b„ + ( - t, )c/, -I' •••<(- c m )d„,. 

由于 _ f .+ i ， …， c m 亦为 A 中兀，故乂' - jy G AB . 

再任取 《 6 J ? ，由于 

ux = ( ua '、 h ' + ••- + ( uu „ )6,, , ua ,€- A , 

xh = a ] (AI « ) + • • ■ + a „{ b„u ), bjii 6 B , 

故 u'r , ,ru 6 AB . 

所以， AB 是环 i ? 的理想. ■ 

设 R 足个环, R 的非空子集 S 在其加法之下是的加法子 
群，且对任意 r € R , x € S 恒有 nrGS , 则说 S 是 J ? 的一个左理 
想.对称地可引人右理想概念.在进一步学习环论和模论时要经常 
提到它们 . 但我们这里不做深人探讨. 

习题二 

1. 在环16中 给出一 个子环，它木身是个有恒等元的环，但它的恒等元 
不是 t 的恒等元 . 

2. 设 p 是个索数.证 明：有 理数环 Q 的子集 
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H = 且 U ，；0 = l | 

构成 Q 的一个于环.其中 U ，/) = l 表示整数々和；的最高公因子为 1. 

3. 设 f 是 个索敷 .证明：有理数环0的子集 

K = If eUl( ,,i ，”）= l Mji= 〆 ， k ^°\ 

构成 Q 的一个子环， 

4. 给出§ 1例5中环尺的所有子环. 

5. 设 K 处个环，那么 

$= 有正整数》 tfc^=Ol 

构成 R 的…个理 ffi . 

6 - . 若是交换环尺的等方元，卯 
= » f*2 52 ^2 . 

证明： R 的由 h 生成的理想（^，0)必定是由某个等方元/生成的主理 
想，即（<，0) = (/), f = /'. 

§3理想与商坏（ I ) 

上一节我们提过，如果 （ R ，+，.） 是个环， （ S , +，.）是它的子 
环.由于 （ S , +) 是 （ R , + ) 的加法子群（当然就是正规 子群〉 .作为 
群，可得商群 


R ' =(/?, +)/( S , + ). 

一煆来说，不能由此自然地在 R ' 中引人乘法（注意，这里所说自 
然引人的乘法当然是由的乘法导人的，而不是随便定义一个 
iT 的乘法），使 iT 成为一个环. 

经过分析，如果子环 S 还满足另外的条件， S 是尺 的理想，那 
么，有可能自然地使 R •引人乘法而成为环•现在严格的证明这件 
事. 

定理1设 （ R , + ,0 是个环 M 是 i ? 的理想.作为加法群，得 

商群 

R = RlA , 加法枓. 
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在加法群頁中再定义乘法，任意 a +>\，6 I 对应 M —/ l , 

记为 


{ a + A)^){b + A ) = ab + A . 

则 （ H 0) 是个环. 

证明首先要证明乘法 © 的定义是合理的，即它与陪集的代 
表元选择无关.设 


Cl + A- a { ^ A , b + A — b s 卜 /1 ， 
从而有 r A 使 〜 =cd + .r , b 、二 b — y • 于垃 

a i b [ — (a i) ( b + y) = ad ay » xb ^ xy , 
由 f A 是 K 的理想 ， x € y \，. v € A ，故 

ajyGA , G A ， xy^A » ay+ r,b + xy^:A, 
即 a { b l - ab ^ A t 


a , ft ； + /\ = ab ^ A . 

这说明 © 确实是 R 上的二元运算. 

其次要证明 R 对®满足结合律.任取 R 中:3个元素，也就是 
K 对 A 的3个陪集.由于©运算与陪集之代表元选取无关，在每 
个陪集中 随便取 一元做代表，即设 R 的3个任意元为 


于是有 


a ^ A f b ^- AyC ^ A , 


〔（a + A)©(A + A〉〕©U + A ) 


= UA + A〕®( c + A ) (® 的定义） 

= ( aA)c + A (© 的定义） 


= c (6 c ) + A ( R 中乘法结合律） 

= (a + A )®(6 c + >0 (© 的定义） 

= (^ + > i )©[(6 + yi )0( c 4 / 4)]. (© 的定义） 

__最后来 验证亙 对 © 和#有分配律.任取 a + 4 j 4 ^ 乂 

€哀.则 


(« + A )©[ C * I A 〉#( c +/ U 〕 
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= C « + A)©((ft + c )+ A ) (互中# 的定义〉 

- a (6 + c ：) + A (互中©的定义） 


= {ab + ac ) + A ( R 中有分配律） 

= { ab + A)^{ac + A ) (亙中 # 的定义) 

= ((a + A )©(6 * A )) tt((a + A)©(c + A )>. 


( R 中 © 的定义) 


另一侧分配律的验证是类似的. 

总之 ，( R ，#) 是交换群， R 乘法0满足结合律， © 和社满足分 
ffd 律.所以 ，( 互， #,©) 是个环. _ I 

定义设 R 是个环， A 是 K 的理想.有商群互=只0中规定 
(rt + A )0 (i * A ) = ab + A , a + A , b + A^:R 
得到的环 ( K ，# ,0) 称为是环 （ R , + ,•> 对理想 A 的商环，或称 
剩余环. 

例1讨论整数环(1 ， P ,•> 的所有商环. 


任取 I 的一个理想 A . 

如果 A = 1,那么 I 对 A 只有一个陪集，即 A ， 也就是 I / A 只 
有一个元素，可以用数0作代表元， 

(0 + A)4t(0+A)=0 + >\, (0+A)©(0+A)=0+A. 

如果 A 仅含一个兀素 ， A = t 0 丨.那么每个整数都单独 
组成 I 对 彳0丨 的一个陪集 U « i . 在商环1/101中 ， I ™ 丨=?« + !0!,且 
(m + i 0|)# (n <• |0|) = (m + ») + iOi , 

{m + |0|)©(« t- |0j )= + jOj. 

一般情形，若 A = («), n ^ O , n 乒1.让我们冋颐一下在第二 
章§ 4和第一章§ 3已经讨论过的事实. 

首先，得1对 A 的商集， 

1=1- [ I ],"', [7,-3]|, 


其中 


[0] = A n ,0,« ,•••!, 

[1] = 1 + /\=卜..-?1十1，0,”+1，’.1, 


243 



[ w - l ] = ( M - l )+ A = i “.，- l ，”_ l ， …丨. 
其次，自然地得到 i 上的加法作成商群 
U ] + [ 6 ] = [ a + ft ] ， 

也就是 （a + A ) + (6 + A ) = (a + A ) + A . 

最后，现在又自然地定义 i 上乘法成商环 
{a+A){b J -A) = ab+A, 

也就是 U ][6] = [ a 6]- 

特别地，取《 = 5.看商环1=1/(5>.记 

1=|[0],[1],[2],[3],[4]|, 

它自然地有两个二元运算，运算表是 


加 

[0] 

[1] 

[2] 

[3] 

[4] 

[0] 

[0] 

[1] 

[2] 

[3] 

[4] 

[11 

[1] 

[2] 

[3] 

[4] 

[0] 

[2] 

[2] 

L 3] 

L 4] 

[0] 

[1] 

[3] 

[3] 

[4] 

[0] 

[1] 

[2] 

[4] 

[4] 

[0] 

[1] 

[2] 

[3] 

乘 

[0] 

[1] 

[2] 

[3] 

[4] 

[0] 

[0] 

[0] 

[0] 

[0] 

[0] 

[1] 

[0] 

[1] 

[2] 

[3] 

[4] 

[2] 

[0] 

[2] 

[4] 

[1] 

[3] 

[3] , 

[0] 

[3] 

[1] 

[4] 

[2] 

[4] j 

[0] 

[4] 

[3] 

[2] 

[1] 


例2所有形如 

(o />)' a,h ’ c 实数 

的2阶方阵的集合是实的 2 X 2 全阵环的一个子环，记为 ；?. R 中 
所有形如 
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:是实数， 


10 X) 

lo 0/ 

的矩阵的集合 A 是尺的理想. 

这是因为， A 对矩阵减法封闭 . A 是 R 的加法子群.对任意 
/0 


10 lo 


有 


(“)(: 

(o '0)(0 

因为 R 的任意元 


Cl 

10 xb ' 
\0 0 , 


€ A , 


0 A . 


恒可表成 


故 


\0 b 




\0 b ) 


U 


\0 0 


(6 A , 






0、 


十1 


\0 bi \0 b ) 

即 RlA 的每个陪集均可由一对角矩阵祚代表元素. RIA 的运算 
是 . 


({: :卜上 )仏 

W : :卜 ：)-)=(； ：)-■ 

例3如同上节之例9一样，用 P 代表所有实系数多项式在 
通常加法和乘法之下构成的环.令 • 

A = |/( x ) ep |/( a )=0, a 为固定实数 
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也就是说， A 是 P 中所有以实数 fl 为其一根的多项式的集合. 

若 /u),gU)ep, 则 /( a )-gU)=o, fU )- gU ) eA - 
若 ytdGA, ACjcIGA , 则 .故 

/(_ c)A { x ) = h ( x ) g { x)Q A , 

A 为 P 的理想. 

我们 知道，多项式 A(j.) 以 a 为其一根之充分必要条件是 
J —a 整除 tU), 即有 </(a)GP 使 

^ (.r ) ~ ( J ； — a ) g ( j:). 

所以， )=(■(‘- <])i?(>r)， 对某(/(工沒 1 ^- 
任取 6(x)6 P, 看陪集 A (上 ）-1- A. 用 a-a 除多项式 A u) 
得 

/r(a) = g(.r){.r-tt)-l-c, 

其中6是个实数.由于9(丁）（.^-幻€4,故 
h ( x ) + A = c + A , 

即 P 对 A 的陪集恒可由一常数多项式作代表元素.任取 P/A 的 
两个元素 

c + A , d + A 

在 P/A 中的运算是 

{c + A) (d + A) = c + d + A , 

(c + A~iQ{d + A) = cd + A. 

商环这一概念是环论的核心概念，读者 一定要 从集合、等价关 
系、商集、商群逐步过渡，正确理解商环中元素的形式、运算的由 
来. 

例题 1设 K 是个环，子集 

S = U 6 R I a = a •: y - yr , a- , > 6 J? I - 
令 A = (S). 证明： i?/ 為是个交换环. 

证明 因为 0=0_0-0*0€ S , S 非空 ，（ S ) 有意义. 

任取 K/A 中元素，即尺对4的陪集 《 + A, v-i-A 必有 
(u-*-A)(v +A) ~(v + A)(u +A) 
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=(uv + A ) — {vu + A ) ( R/A 中乘法定义〉 

=(uv — vu ) + A ( R/A 中加减法定义） 

= 0 + A (uv - vu G S£A) 

M A=0+/\ 乃是环 i?/A 的零元累，故有 

(« + A)(7j + A) = (z ； + A)(m + A), 

这说明 RlA 是个交换环 I 

对任意环 i? 而言， R 本身和都是 R 的理想，通常称它们 
为 R 的平凡理想. 

如果环 K 只有两个理想 R 和|0|,那么；；的商环极为明了， 
这种环称为单环或单纯环.比如例1中环 

1=|[0],[1_],[2],[3],[4]| 

元数为 5, 它的加法？群只有1和丨 [0]!, 它的理想也只有其本身 

和 1[0]1 

例题 f 所有实的《阶方阵在矩阵加法和乘法之下构成的 
环是个单环. 

证明 我们假设有个理想 A 不等于理想彳 0„, J ( O aXn 
为 n 阶零矩阵 ）， 来证明 A 必然就是理想本身. 

，丨 ，即 A 除零矩阵 O, 〜 还要包含另外的矩阵 

D€A, 

D = 2 ^ 0„,„. 

其中是第：行第 ； 列之元素为1，其余元素均为0的那个矩阵 



1 

0 . 

•• 0, 


0 

1 

0 . 

_• 0 

En = 

0 

0 . 

•. 0 

L En = 

0 

0 

0 - 

_• 0 


0 

0 

• 0 > 

1 

0 

0 

0 * 

• 0 


既然矩阵 D 关0,它至少要有某一个元素不等于0,设 
〜尹 0 ， , 1^/^n . 
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我们利用 A 的减法封闭性和乘积的特殊性来证明 A 必含所 
有矩阵. 

注意到乘积 

只有当 时才不为0,等于 E irI ，而 j ^ p 时，该枳恒为零矩阵. 
由于 D ^ A , A 为理想，故 

Ku.DE,, = ayE^ e A. 

再由〜弇0,设£为恒等矩阵，用 atl ' E 左乘上面矩阵，仍应有 
=Eti ^： A. 

进一歩，对任意矩阼 Fi, 由于 

£„ = E ^ E , , 

且 £： W 6A, 故£,€九 

最后，对 Mp,, 中任意炬阵 

B = , 

因为_^€片，对所有都对，故它们的 
和 S 也在 A 中. | 

例 S3 设(《，+，•）是个环 ，〜是 K 上的一个等价关系，且 

(1) 如果 a~A ， 那么，对任意均有 u+c 〜 6 + c， 

(2) 如果 a~A, 那么，对任意6'€尺，均有沉 〜 6c, ca - cb . 
则，元素0所在的等价类 K = U6i?|.r 〜 0|是尺 的一个 理想. 

证明任取 c»，6€K ■，即 

a ~0, b~0, 

将左式两端同加 （-6) 得 

a ~ b = a + { - b )~ Q + { - b ) - - b . 

将右式两端同加 （-6) 又得 

0 = A + ( - 6)—0 + (-[>)=- b. 

由传递性知 a-b-0, a-b^K. 

任取 《$K ■及 rGjR, 由于£1~0,有 
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〜 r0 = 0, ar 〜 0, 


也就是 ru , ar ^ K . 

K 为尺的理想. I 

关于一个理想和它导出的商环之间的关系，在第五章还要深 
入讨论，本节主要是让读者搞清楚商环的定义和元素形式， 

例题4用 M 2 ( l ) 代表所有元素都是整黎的2阶方阵作成的 
环.用 M 2 ( K ) 代表所有元素都是偶数的2阶方阵作埔的环.先证 
明 M 2 ( E ) 是 M 2 ( I ) 的理想，再给出商环 M 2 / l )/ M 2 (€) 的结构. 

证明 iW 2 ( E ) 是 M :( I ) 的理想一事读者可以为七单练习 
自证. . 

任取一个整数矩阵/ \6 M 2 ( i ), : 




a =i 

(a 

{ c 

:] 

, a y 

b ,c,c/Gl ： 




或为奇数或为 偶数/ 

，或为奇数或为偶数••… 

•有 16 种不同的可 



(奇 

偶、 

1 

A 1 

^ 偶 偶彳 






\m 

偶， 

h 

A 1 

( 偶偶厂 




D 0 - 

-{I ^ 

D ， 


0、 

0 ) 

|- d 2 

=n ， 

°3 = | 

/o 

10 

:)， 

IV 

/o 0\ 



0) 


10 o \ 


n 

° J ， 

=U o )' 

d 5 = 

(i 

0) 

1 ， d 6 

= (o l )' 

DH 

ko 

d 8 = 


d 9 = 

(: 

:) 

f 


(； 

:), 

d I2 = 

i°i I ) 1 Di3= 

(: 

:) 

D u 

二 U ， 

D IS r 


：)■ 


我们用万,.代表商环从 2 (1〉/]^ 2 (£>中的元素 


D , + M 2 ( E ). 
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因为每个整数 a 总可写出2« + 0或2« +1,因此，任意 A € 
M 2 ( I > 总可写成 

A = B + D , ,某个 D , ， 

而五€从 2 (£).也就是為+从（£) = 1),.+；^(五）. 

这说明，商环 M 2 ( I >/ M :( E ) 上共有【6个元素，由 
D l 5 可完全代表之.其加法运算表是（结果中将 D 都省掉，苒由加 
法交换性，我们只将表填上半部）. 


fln jpp Dj D2 D3 D 4 D 5 D 、 D 7 Da D m D)2 D13 D14 Dj5 


D 0 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

J 2 

13 

14 15 


1 

0 

3 













d 2 

2 

3 

0 













D s 

3 

2 

1 

0 












d 4 

4 

5 

1 J 

10 

0 











D s 

5 

4 

10 

It 

1 

0 










D b 

6 

7 

14 

8 

9 

13 

0 









Dy 

7 

6 

8 

14 

13 

9 

1 

0 









8 

14 

7 

6 

12 

15 

3 

2 

0 







D , 

9 

13 

15 

12 

6 

7 

4 

5 

10 

0 






D[n 

10 

11 

5 

4 

3 

2 

12 

15 

9 

8 

0 





D u 

11 

10 

4 

5 

2 

3 

15 

12 

13 

14 

1 

0 




d , 3 

12 

15 

13 

9 

8 

14 

10 

11 

4 

3 

6 

7 

0 




13 

9 

12 

15 

7 

6 

5 

4 

11 

1 

14 

8 

2 

0 


乃 14 

14 

8 

6 

7 

15 

12 

2 

3 

1 

11 

13 

9 

5 

10 

0 

d I5 

15 

12 

9 

13 

14 

8 

11 

7 

5 

2 

7 

6 

1 

3 

4 0 


商环 M 2 ( I )/ M 2 (£) 的乘法表的计算工作量略大些，只耍记 
住，矩阵某元素为2时，可将2换成0,等价关系不变.我们只汁算 
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几项，如 

瓦 . M ; X :; 卜⑻ { :卜 ⑻， 

也就是5^0 |() =万 8 . 

又如 

^■^={1 !)( ； : 卜 ⑻:& ; 卜 ⑻. 

而 



故 D 12 _ D 13 = D w . I 

读者可以自己再计算几项. 

习题三 

I - 整数环 I对于它的理想 （9) 所作的商环 

"1-|[0],[1],[2],[3],[4],[5],[6],[7],[8]| 

中，哪些元是单位，哪些元是零因子，哪些元的（加法〉周期是3,哪些元的加 
法周期是9? 

2. 在整数环丨对它的理想 （16) 所作的商环1/(16〕中，含有 1/(16) 的单 
位的子 环只有 1/(16) 本身. 

3. 设* 是环 J? 的恒等元 J 是 K 的理想，证明 w + /是商环 i?// 的恒 
等元.进一择问，若/是 i? 的理想， i?/J 有恒等元，那么 i?_ 定有恒等元吗？ 

4. 是环 J? 的理想，7关只.如杲 J? 为无；因子环，那么 RJ 1 一定为 
无零因子环吗？如果商环 J?// 为无零因子环，环 R 就一定为无零 B 子环吗？ 

5. 设/是环 J? 的理想.若7的每个元索的加法周期都有限（即对毎个 
■rC J 必有一个正整数”使得 《x = 0), 且商环 R" 的每个元索的加法周期也 
都有限.证 明：环 i? 的每个元素的加法周期部有限. 

6’. （在阅读例题2屮因符号繁杂而感到困难的读者可做如下题目） 
证明 ：所 有实的2阶矩阵构成的环 iW 2 、 2 是个单环. 
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§4 环的同态映射 

设 （ R ，+ ，•）是个环， （ S ，#，©) 也是个环，我们知道，作为加 
法群，如果有到 S 的映射史，对任意都有 
< p(a + b ) = < p ( a )# cp ( b ), 

则相当本质地反映了尺的加法和 S 的加法结构上的相似性（特 
别是* p 为满射时，这个 P 就是一个 （ K , + )到（心# ) 的群同态映 
射>.在第三章已做了比较充分的讨论. 

现在， R 和 S 除了分别都有加法运算+与#外，它们还郁有 
乘法运算•与 ©. 作为环，希望能够建立到 S 的这样的映射，它 
不仅保证了加法结构上的相似性，也要保证有乘法结构上的柑似 
性. 


这就提出 r 建立环的同态映射的要求. 

定义1设 （ J ?,+ ，•）和 （ S , 井， (3) 都是环 _Jf 到 S 的映射 p 
称之为 j ? 到 ; s 的环同态映射，如果对任意 ujei ? 恒有 

( p{a + b ) = < p{a < p { b ), < p ( a . b ) = < p ( a ) Q < p ( b ). 

特别地，当？>是满射时，称 S 是 i ? 的同态像.当^是满射又是单 
射时，说 p 是 K 到 S 的环同构 映射. 

如果能在环 R 和环 S 间建立一个环同构映射，则说和 S 
是 同构的，记为 R ^ S . 

例 1如同上节例3,用 P 代表所有实系数多项式在通常多 
项式加法和乘法之下构成的环， R 是实数环.取一固定实数 u , 建 
立 P 到 R 的映射〜令每个多项式 /( x ) 对应实数 / U ), 即 

由于,对任意亘有 

~ fia ) g ( a ) 的定义） 

= 9> C /( x ))^( g («)), (<p 的定义） 
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且，同时有 

< p ( f (- r ) l . gU )) 

- f(a )+ g ( a ) (p 的定义） 

= y (/(. c )) + ?? U r (- r )), (p 的定义） 

故， •到 R 的一个环同态映射. 

还可以证明 p 是满的.对 R 中任意实数心看多项式 
/(.r) =.r + (6 - a)，. 

即知 ， - 

f ( a ) = a + b - a = b ; 

从而^■(/(工:^二匕即鉍中任意数都是某个尸中多项式在穿之下 
的像. 


例2在第一节之例3中，取《 = 3.即 
为区别起见，把1„的运算暂记为#和®. 



0* 

r 

2* 

O 

0* 

r 

2* 

0* 

0* 

1 * 

2 、 

0* 

O' 

0 * 

o - 

1" i 

r 

2 * 

Q" 

r 

0" 

r 

2* 

2. 

r 

o 1 

V 

2, 

o - 

2' 

1* 


具体运算是 

i " ^ j ' = k ' , i + j = 3 x + k , 0<々<3, 

i*&j- =r , £Xj= 3 y + /, 0< ； <3. 

现在，建立整数环 I 到 I 3 的映射 P ， 对任意用3除 m 
得 

m = 3 q t r , 0< r <3, 

这个 r 是由 m 唯一确定的，令^讲）：”•，即 9im ^ r . 

任取 W € I ,设 

m = 3 q + r 9 0^ r <3, 

n = 3 p + s f 0<5<3, (1) 
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r + s = 3x + « , 

0<«<3. 

则有 

m n = 3(p + q + x) 

+ w , (Xu <3. 

故 (pint 

+ n ) = « * . 


另一 

•方面， 



n)H f(n) = r 9 轉 〆 

的定义） 


— it' . 

(运算的定义〉 


所以， 史 （w ) 讨 (p(n) = ip ( T/l + 7l). 

这段验 i 正方法读者应该是熟悉的，因为在讲辟的同态理论中 
涉及过. 

再来验证95与乘法的关系.接续 （1) 式，再设 
r X- s = 3 y + v , 

就有 

m X ?i = 3(g X j + pXr)+ 3 p~Xq + 3 y + v, 

且0<1><3,故 rn n) = v'. 

而且 

p( m }©9?( n) = r * ' (95 的定义） 

= (运算 © 的定义） 

所以， y>(mX m ) = <p{m) Qcp(n ). 

钶 3 研究 §3 之例 2 .环 R 是所有形如 

C fr ), a , b , c ^ mWi , 

的矩阵构成的环.令 

: Ho ：)■ 

这是 R 到 i? 的映射.且对 R 中任意两个矩阵 



恒有 
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(矩阵乘法定义） 
的定义） 

(矩阵乘法定义） 

-Al c Ml ：) } '㈣ 定义 ). 

同时 ，… 




(矩阵加法之定义） 


( P 的定义） 

(矩阵加法之定义） 


0)0 (一定 义)： 

所以， P 是 R 到自己的一个同态映射，它不是满射，因为 K 中任何 
矩阵在 .?> 之下均不对应矩阵 - V '..' 

U. 

而且，9也不是单射，因为 

4 x :))=a. 

例4研究环 L 和[ 2 .为区别起见把1 2 中元素上的 * 号换成 


，号，即 

1, = |0- ,1* ,2 - ,3- !, i ： = io°,ri. 

令 

9 c ( n - ) = ^( 2 *)= o °, < p {\' )-^(3' ) = r . 

也就是说，对任意 r i 为偶数时 ，〆 r )= o °“ 为奇数时， 

9 ('r ) = r . 

现断言 P 是个同态映射. 

M ft-.® i • ,_T 61 4 , 设 /‘ I J- =r ■，即 

； f j=4q + >-, 0<r<4. (2) 

如果；和 J 的奇偶性相同，则 r 为偶数■故 

> p (>" 丨，） 

= ) (1 4 屮加法定义） 

= 0° ( P 的定义， r 为偶数） 

- ¥>( r ) + f o *)- (两项同时为 ( r 或同为 n 
如果，'和奇偶性不同， （2) 中，-必为奇数，故 

+r) 

= <p{r r ) ( X 中加法定义） 

= 1 ° (沪的定义） 

= ? [ r ) + < p ( r ). (两项一为 0 °，一为 r ) 

同样，再设 r X， = i •，即 

iXj=4p + t, 0</<4 (3) 

若/和）至少有一个为偁数，不妨假定；为偶数，于是 r 为偶数， 
且 

rp(t' X j") 

= <p{f) ( U 中乘法的定义） 

= 0* (9>的定义, f 为偁数） 

^ o - x ^ o *) (0° 是零兀素） 


= 9 ( i -) x ( p ( j -). 的定义 j 为偶数） 
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若 z 和_ /都是奇数，则 (3) 中 z 亦为奇数，故 

<p(i' x j ") 

”（[，） a 中的乘法的定义） 

-r 的定义，；为奇数） 

= ( P (r ) = ^0') = n 

所以， P 是到1 2 的满的同态. 

设 P 是环 （ R ， + ,■) 到环 （ S ,# ,©) 的环同恣映射首先是 
交换群 （ R , + ) 到交换群 （ S ，#) 的群同态映射.我们可以钯第三 
章中得到的关于群的同态的各种结论全部搬到这里来.例如 

(1) 设0,是 R 的芩元素，0 2 是 S 的零元素 ，则 95(0|〉=_0 2> 

(2) 用-,代表 R 的减法，_ 2 代表 J .昨賦_，则对任意 a ， 

66 R 恒有 p(ii - J ) =史(《>，: V .,.. :«'< ■ 

(3) 对任意整数有 

< f { ma ) = m<p (a ) , a € i ?. 

又比如，环同态映射 P 是单射的充分必要条件是它作为群同 
态映射时为 单射; 而群同态映射为单射的充要条件是它 R 钯零元 
素变成零元素.所以，我们讨论环同态时要不断地利用群论中 的成 
果，同时还要注意乘法条件的作用. - 

先给出两个重要概念. 

定义2设 P 是环 （ R , + ,•) 到环 （ S , : T , Q ) 的环同态映射， 
那么，称集合 

’ Img ( f ) = fs 6 S | 有？使 jsyKrH 

鮝映射9的像，輅集合 

KerCy ) = I ^6 R I r ) ==0}' 

▲ 映射 y 的核 

命 Hi 设？是环到环 （ S ，#，©) 的环同态映射. 
那么 p 的像 Img ( p ) 是环 S 的子环. 

证明对任意 _ c ， y 6 Img {>), 设 


257 



于是 


jr= (p{a) (p{b) , a ， b^i R 


x - y- <p(a) ~ <p{b) = <p(a - 6)6 lmg(y )， 
x 0^y = <p(a m b)^: Img( (p ) , 

即 Img( 9 ) 对减法和乘法均封闭.故 lmg(p) 是环 S 的子环. ■ 
一般地， Img(p) 未必是环、 S 的理想.例3中的同态映射 y 的 
像即所有实对角形2阶矩阵的集合，它不是 R 的理想.因为，荀 

(o X i ) )eimg(9：) ' 

担有 

(:X ; H : : 卜 ⑷‘ 

命题2设 P 是环 （R，+ ，_>到环 （S， #，©)的同态映射 Jn 
果穸是 满的， J? 有恒等元€<，则环 S 必有恒等元，而且恰好就是 
<p{e). 

证明在第一聿就证明过，集合上一个二元运算满足结合律， 
如果有恒等元，则必唯一，对任意 zGS, 由于 P 是满射，必有 

!26 尺使得沪 {3)= 工.故 

<p{e)Qx 

= < p ( e ) Q ( pia ) (p 是满射， j: = < p ( a )) 

= < p ( e - a ) (同态性质） 

= p(a) G 是 R 的恒等元） 

-x. (x = <p(a)) 

同理, a：GV( e ) = :r •所以 ？（e) 就是 S 的恒等元素. | 

—般地， e 是 R 的恒等元，？>不是满射，则 p < e > 未必是 S 的 
恒等元.例如， K, 是所有实的对角2阶矩阵构成的环， S, 是所有 
形如 

(o o )' a 为实数 ’ 
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构成的环，映射 


, :) 

显然是 R , 到 S , 的环同态.元素 


9-[ 


i ：：) 


恰为 S , 的恒等元. 



但是，我们也可以说 F 是 R , 到艮的环同态映射，而元素 


1 0\ 
.0 0 / 


却不是的怛等元素. 


命理3设 p 是环 （ J ?, + ,•) 到环 ,£•) 的满的同态映 
射.那么，如果 _ R 是交换的，则 S 必然也是交换的. 


证明任取 x + , y G S , 由于 p 是满射，故必有 a ，6 G J ? 使得 


x = f(a), y = ?>(6 〉•于是 

= ^(<x)Q<p(b) 

= cp{a-b) 

= tp(b-a) 

= (p(b)Q>(p{a) 

=y®x. 

命理 4 设史是环 （ R ，+ 


( p 是满的） 

( p 是同态映射） 

( R 是交 换环） 

(?> 是同态映射） 
iy = tp(b), x-<p{a)) I 

) 到环 （ S ,#,©) 的同态映射，妒 


是 （ S ，#,©) 到环 （ K , *， A ) 的同态映射.那么复合映射穴 P 是 


(1?, + ;0到({<，*，△)的环同态映射. 


证明复合映射是群 (_ R ,+> 到群 （ K ，*) 的群同态映 
射.同时，对任意有 
(^^)(a *4) 

= 0〔¥> U 4)〕 （复合映射的定义） 

= ^[^( a )© co (6 )j ( y •是 同态映射） 
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= (</ ■.是同态映射） 

= (< p ° ( p )( b ). (复合映射的定义） 

这就证明了 还是环同态，可画交换阁如图 4-3. I 

命题5设 P 是环（/?, + ,‘）到 
环 (S，# ,©) 的同态映射.那么 p 的 
核 KeKp) 必然是环 R 的理想. 

证明核 K er (^) 也是 y 作 
为群 （ J ?, + > 到群 （ S , 拉）的群同 
态的核.所以 Ker(f ) 首先是群 
(R, I )的子群. 

进一步，对任意 r €- Ker ( ，有 

< p { a ' r ) = cp ( a )® cp { r ) = ^(a)©0 = 0 - 
同理可得 p(r，a ) = 0.故 a . r 6 Ker( <p ) , r-a^Ker(^), Ker( <p ) 
是 R 的理想. I 

推论同态映射 p 为单射的充分必要条件是 Ker( P ) = !0|. 
这是因为环同态当然也是加群同态.用群论的结论即可推得. 

I 

命题6如果 A 是环 R 的理想，那么 
tp -. r-^r + A 

是环只到环 i?/A 的满的同态映射. 

证明 （R，+ ，.）是个环，（/ V ，+ ， .） 是它的理想，作为群来 

看，在第三章，我们已知道 



<p：a^*"a + A 

是 ( i ?，+ ) 到商群 RlA 的群同态映射，而且是个满射.进一步，把 
R 和 i ?/ A 作为环，看他们的乘法，还有 

< p { ab )~ ab + A (沪的定义） 

= ( a + A)(b + A ) (RlA 中乘法定义） 

= < p ( a )< pU ) (p 的定义） 

所以，映射还是满的环同态映射. ■ 
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命题 6 中建立的只到的映射 y 通常称为7?到7?//\的 

自然 映射. 

定理设/+是环（尺，+，•）到环 （ S , ft ,©) 的满的环同态映 
射， Kcr (/): A . 那么 RIA 同构于环 （ S , 抖 ，©). 

证明首先,/是群 （ K , + >到群 （. S ,#) 的满的群同态映射. 
由第三章§4的关于群的同态基本定理的证明，可以看到 
9 ? ：a + A ~- f ( a ) 

足群 RiA 到群 S 的映射，它与陪集《+ A 的代表元选择无关. 
进而还知道炉是群只 / A 到群 （ S ,#) 的群同态映射. 

同时， p 是满射又是单射. 

现在，我们来看乘法.有 
9?[(« + A)(A + A )) 

^< p ( a - b + A ) (RjA 中乘法定义） 

二 f ( a ， b ) (沪的定义） 

= fU )® f ( b ) (/ 是环同态） 

= < p { a + A )( D ( p { b -\ A ). (屮的 定义） 

也就是说，对任意 《 + f A 6 R / A 恒有 

( p {{ a + A){b + A )] = < p{a + A ) Q )< p ( b J r A ). 

? ■是 i ?/ A 到 S 的环同态映射，而且是个双射，即 p 是同构映 
射， RM 同构于 S . | 

通常把命题6和上面的定理合起来称为环同态基本定理.它 
充分反映了环的同态与环的理想的内在联系，它有许多重要应用， 
是进一步学习和研究环理论的基础. 

我们看些例子. 

例5本节例1，实系数多项式 环尸到 实数环 R 的映射 

是个满的同态映射.且 

Ker(yO= |g(^-)ePU(a) = 0| , 

由同态基本定理，得 P / Ker ( p)=R (4) 

261 





在 §3 的例 3 中已经知道 

Ker(f ) = |^(. r )€- P I . i * - a 整除 ) I . 

如果再看（7 - a ) 在 P 中生成的理想 ((. r - a )). 那么，任意 
g (^)^ Ker (< p ), x-a 整除 gU ), 必有 q ( x)eP 使 = 

{x — a )以 1 ) ，从而 

^ ( x )€- ((.i - a )). 

反之，若 〆 幻6((^-幻〉，由于尸是冇恒等元的交换环，可设 
g(x)- k{x - a) ^ h ( x)(x - a) ^ (x - a)t{x) 

t 

十 S 7 ( 上 . ） ( 上 .- a)r,{x ), 

I 

它可以合并成 g (上 ）= c /(- z .) (.t - <i ). 这说明 g ( a ) = 0 , a ( x )€: 
Kerb ). 所以， K er ( p ) 二 （（. n )). 同构式 (4) 就是 
P /((. r -«))= R . 

例 fi 把本节例2之》= 3的 n 换成任意正整数.建立整数环 
I 到 I ，的映射化对任意 wGl-JH v 除 w , 

»1 ― nq -H r , 0=i；r < ji , (p : m-*-r '. 

则是 I 到 I „ 的满的同态映射. 

计算 


Ker (^) = I - n = (»?). 

由环的同态基本定理，得 


(5) 

我们在前面曾把丨对 （《> 的商集写成1~„或〗„，元素分别记为 [0], 
[1]，…，故 (5) 也就是 ^ I n . 

例7在所有实的2阶矩阵构成的环中，子环 

H 麻」 H “)!， 


如同本节之例3所示，映射 


°) 

yl 
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?: (o l ) 

是 R 到 S 的环同态映射，而且是满的 

W P ) = 丨 l^m 2 , 2 \l= q)|- 

由同态基本定理.知 RlKer (< p )^ S . 

例8本节例4,^是 I 到1 2 的满的同态映射，且 
Ker^= iO' X I • 

由环同态基本定 H, 得 Ul(T ， 2> I 或 . 

例题1设 （ R ， + ,■) 和 （ S ， 并， ©) 都是环 ./ 是 R 到 S 的满 
的坏同态映射, Ker {/> = .4. 冉设 

Y •• r + A 

是 R 到 R / A 的自然同态.那么，基本定理证明中建立的 J ? M 到 S 
的同构映射 

ip-.r 1 ! A-^/(r) 

恰好使得/=¥>。7，也就;1下面 
的图 4-4 可交换 

证明在第三章§4中，作 
为例题，我们已经看到，对任意 
dGR , 恒有 

{( p v y ){ a ) = f { a ). 图 4-4 

也就是 /= W 广不过，那里的 /, W 和 y 都是加法群的群同态映 
射.现在，铪出的/和 y 都是环的同态映射，又证明了 也是环的 
同态映射,得到的 /= P =7 就是环同态映射的等式了. ■ 

例題2设^是环 K 到 S 的一个同态映射.如果 B 是环 S 的 
一 个理想，那么月的原像 

9 >"'{B)= fr€J?| p(r)eB| 

非空，而且是 R 的一个理想. 

证明任取： ( ：，： yG ¥ » - l ( B >,即 ^! U )， P ( ： y ) GS .由于^3是 S 
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的 ffl 想，故 f (. r )_ 炉 （:从而 

(p(.i - y) = <p(r) ~ <p(y)G B , 

.r - y€: <p '(B). fT : 取 a:€： <p '' (H), '•€•/?' 由丁 - )6 li ， B 是 
理想，必冇 少 （r)p(x)G 从而 

cp(r.r) = <p( r) & B , 

r.i-e<f '( B ) 是 R 的理想. I 

K 面介绍我闻数学家肀罗庚证明过的一个有趣的题目. 

例题3 ’ n R 是个环 ， cj 是7?到尺的 . - 1、变换，对任意 
m-fi 

a{a + b) ~ a{a) + a{b) , 

而11.，«意取定一组. ； ,y^R, Wxy ) 只有两种可能 
u (' r _ y ) =a(.v)c(y)BX a(xy) = a(y) o (. t ). 

那么，，对所有组而言，必然全体一律满足 
a(un) ~ a(it)aiv') , 

或#，全体一律满足 a{uv) = a{v)o{u)- 

分析首先要把题意弄清楚.条件足对任意取定的一对元素 
.、-,. v 6/?， 均必有 

a{ay) = a('r ) c 7( y ) 或 <r U ' y ) = £ j ( y )<7( i ) , 

当然也可能两个等式同时成立.如果另外再取一对元素 s ,t^R, 
它们亦会有 


ff ( rf ) = tT (.;) fJ(f ) 或 £7(.") = 〆 '）£!(.?)， 

当然也有两式同时成立的可能. 

这个条件，表面上看，很可能出现这样的情形 ， SB 
ff (- r3 ») = ff (. r )< r (>), o { xy )^ a { y ) a { x ) , 
ff ( st ) = u ( t ) a ( s) y a { st )=^ a ( s ) a { t ). 

即并非“全体一律”的情形.我们就是要否定这种情形的出现. 

证明用反证法.如果两种“全体一律”情形均不对，必然有 
x , y€：R 和使 

a{xy) = a{s)a(y), a{.ry)^a{y)a{ ； f.) , 
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( 6 ) 


c(st) =■ a(c)c(s), )^a(s)a( t ). 

现在看 4(,、、+ .r).y 〕， 由所给条件，应有 

戊 〔（s + j ) ：v〕= a(s + x)〆） 1 ) = a(5)j (: y) • 卜 cKxVO)， 

或者 

a〔（i + x)y) = <s(y)(r(s x) = a(y)<^(s) ^ a (y)a(x). 
如果是 cr((.v + j ： )j/) = a(5)a(^) -» (、r >rr(jy 〉 ， 由于 

<r[ (y h x )^0 -a(sy) + <7(xy) y <y{xy) - a{x)o(y ), 

知道必有 

cisy) - cr(.v)<?(>). (7) 

如渠是 (7 〔 0 十 ：?:）>0 = 1?(>0 口 （.0 + 0(: y)a(J ), 由于已知 
a (xy)'-A(y) ^ ( 2 ') t 
必得 a(sjy )#cj (>0 ct(.?) ， 也必打 

<y(sy)- (j{s)a(y). 

同理可证， 

o{xt ) = o{x)a{t). (8) 

讨论 0 〔 5(Z + >O 〕 和 a 〔 （s + *r )/〕 又得 

<f(sy) = a(y)a(s) f c{xt) -a{t)c(x) . 

最后，看 s)(y 卜 r )〕， 有 
ty(xy + + xt + st ) 

-&(xy) a(sy) + (j(st) ( 题设） 

-c{x)a{y) + o{s)6{y) + ) + a(0<?(s) 

( 见⑹，⑺，⑻） 

^(j(x)a(y) o{s)c(y)^- o(x)(y{t)^ a{s)<y{t) 

{a{t)a{s)^a{s)a{t)) 

-o(x + + y), 

即 + s)(y + t)'}=?^<j(x + s)a(t y). 同理，又必有 
a{{x + 5 )( 3 ^+ t)(j(x + s). 

这与超设矛盾 . I 

例理 4 在实数域 R 上 4 阶全阵环 M 4>4 (R) 中，所有形如 



A = 


'b 

\ 

'• c 
I 

'd 



-d 



的矩阵的集合记为 S '. 

先来说明： f 是 的一 t * 子环.看其中 4 个矩阵 


/4 = 


fl 0 

!° 1 

：0 0 


⑴ 0 


ro 0 
；0 0 
!. 0 
io -1 


0 0： fO - I 

": r _ il 0 

io:’ ~ io o 

Of !•() 0 

- 1 0] fO 0 

0 ! ! 0 0 

0 o | ’ 0 l 

0 oJ U 0 


0 0 
0 0 
0 •“ 

i 0 


o - n 

-i 0 

0 0 

0 0 . 


由于对任意如 *，® 打 

A = + hi ••- cj r ciK , 

所以， S ' 对矩阵减法是封闭的，注意到的乘法表 



U 

I 

_ / . 

K 

u 

h 

T 

—. 了 ’ • 

K 

I 

I 

--f, 

K 

-J 

J 

J 

-K 

- h 

I 

K 

K 

J 

- I 

- I 


容易看出 s ' 对矩阵乘法也是封闭的.所以， s ' 足个环. 

进一步，证 明：环 S ' 同构于§2例题2中的环 S ， S 是所有形 
如 


a + b V - i d I 

—c + d ■/ - l a — d * 1 
的复矩阵构成的环. 


a t b ,c 9 d^:R 
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证明对任意 A € S 如 （*), 必可唯一地表成 


A — ali bf + cj + dK. 

令 

ep：A ~*ue + bi + cj + dk , 

即得 sms 的一个映射.这是个双射.由于 U ， i ， j ， M 和丨 u , 
有完全一致的乘法表，就不难验证，对任意 A , BGS ' 必有 
<p(Aii) = 9 (A)<piB). 

而史 （A h W ) = ^( A ) H - pUj ) 极为显然.所以，史是^到 S 的一个 
同构映射. \ 

如同在群论中讨论过的那样，我们也可以把一个环 J ? 到一个 
集合 S 上的（集合的）双射“加工”成环到环的同构. 

例题5设 （ K , + ,0 是个环 ， S 是个集合 ，沪是 R 到 S 的一 
个双射，子 _| 是史 的逆映射.那么，对任意 fl , AGS , 规定 

b= <p[tp '(u) + ^"'(6)), 

aOb = <pi^' (a)-<p^ (b)), 

则 < S ,# ,©) 是个环是环 （ R , + ,.〉 到环 （ S , #，©) 的环同构 
映射. 

证明 f 先应注意到，任取 ajGS , 由于史是双射，故有确 
定的 ？ H U )， ，丨 （M e R ， 而 i ? 是环，令-丨 U ) + (6) 和 

都是 R 中的确定的元素.从而 
fl<p^(a) + f '(!))), <pif~'{a)-f~'{b)} 

都是 S 中确定的元素.故#和®是 S 上的两个二元运算. 

要验证各种算律都极容易.仅以分配律为例说明一下. 

任取 a , 6 ， c 6 S ，必有 
( a ^ b ) Q)c 

(® 的定义 > 

= + (# 的定义） 

= f \[ f "'{ a ) + ( c )\ (tp ■史 为恒等映射） 

= ， ( a )- 9 >* l Cc )+ 93 - 1 (&)- y - 1 ( c ))( J ? 满足分配律） 
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= <p\<p~ l {a) • <p' <p 1 <p{.<p y {b)'<p 1 (c)J I 

为恒等映射） 

= 9? f ^" l ( a © c ) + ^" l ( i »0 c)l (© 的定义） 

= aOctt 60 c . (# 的定义） 

若 O ' 是 i ? 的零元素，则 pCCO ^ O 必为 S 的零元素.因为，对 
任意 a es ， 必有 

a ^ 0 = 9 i < p - i ( a ) + <p ' CO )] (材的定义） 

= (^( 0 - )= 0 ) 

= v i <P -'( a n (O' 是 R 的零元） 

= a . (卿 1 是恒等映射） 

又，对任意 fl € S , - 史 _1 ( a )〕必为 a 的负元，这是因为- 

aPf <p 1 (a)] 

= ( p \( p '( a ) + < p ^' < p ~' { a )}\ (#的定义） 

=' ( a ) + ~ ( a )\ ( 〆 1 p 是恒等映射） 

= 9(0'> C -^' U ) 是史 Va ) 的负元） 

= 0 . 

所以 ，（ S , 井 ，©) 是个环. 

对任意设 〆〆）=«， 9(6’）= fr ， 则 

<p(a' + b') 

= ?>〔 P _ W )+ p _ l p (60〕 {?>"'?> 是恒等 映射〉 

= 9 { a )^ 9 { bl t (# 的定义） 

而且也有 

•p、a’ .b'、 

= (p[.tp~' tp(a')' <p~' <p(b')} ( p ~ V 是恒等映射） 

= f{a')Q<p{b') . (©的定义〉 

这样，我们完整地证明了是环 （；?，+ ,•> 到环 （S, #，(？） 
的同构映射. | 

与此例类似，还有 

例题6设 （ i ?, +，0 是个环，集合 S 有两个二元运算祐和 
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©. 如果有集合尺到集合 S 的满的映射 C ；， 对任意均有 
a {a + b ) = cr ( a ) # a (/>) , (9) 

a ( a ' b ) = a ( a )( l )< t ( b ), ( 10 ) 

那么 （S, # ,0) 必然也是个环. 

证明运算律的验证仍以分配律为例. 

任取 .r ， >> ， 2 G S ， 由丁 - a 是满的，必有 a ， b ， c 6 R 使得 

x = a ( a ), y = a ( b ), z - a { c ). (11) 

于是， 


= ( a < a )#<7( fc ))©( r (( ) (u 是满的） 

= a(u + b ) Qa ( c ) (见 （10)) 

= alia + b )- c } (见 （9)) 


= ^( a-c + d - c ) (R 中分配律） 

= a ( a - c )^ ff (/>■< ) (见 (9)) 

= ( ff ( a )© cr ( c -))#(<7(6)© ffCc ). (见 (10)) 

设 O ' 是环 i ? 的加法零元素 >£ 7(0')= 06 S 必为 （ S , # ) 的零元 
素.这是因为，任取 x 6 SAx = cr («), a 6 i ?， 则 
=s(a)^ a (0 / ) ( a (0') = ff) 

= ff ( a+Ol U 的性质 （9)) 

= aia ) ( O ' 是 i ? 的零元〉 


对任意 xG S , 设 x = ir(a ), 则 
-r # a ( - a ) 

= a(a) a(~ a) (x = a(a)) 

=< r[a + ( - a )] (ff 的性质 (9)) 

= ^(0") (- a 是 a 在 i ? 中的负元） 

= 8 . 

所以 ，（■?,#) 是个加法群.进而 ，（ S ，# ,©) 还是个环. | 

此例题虽然证明起来不难 ，值应 用起来却方便，本书第七章中 
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要用到它. 

为说话方便人们常把满的同态映射称为满闰态，单的同态映 
射称为单同态，而环到自己的同态称为自同态(进一步，此同态映 
射为双射时，称为自同构). 

例题7 若整数 m 与整数 18 互素，那么 18 —定能 整除. 
w 6 -l. 

证明按照例6的方法珪立 I 到1 18 的同态映射对任意 
^ G I , 

k — nq I / , < 18 , 

则 <p(k) = r'. 

因为 W 与 18 互素， 18 去除 w ，余数只能是 

1,5,7,11,13,17 (1) 

所以， 〆 ”1 ) 只能是1 |(< 下列元之一 

f ,5* ,7' , UM 3'，17.. 

若是与18 互素 J 与 18 互素，则 H 亦与 18 互素.也就是说， 
若用18除之， A 余〜与, . 2 , 那么《余数亦在 （1) 式之6数中问， 
由于 

■p(ki)=>p(k) 9 U) = r ； r ； 6 IT ,5' ,13" ,17*|, 

我们知道 |广 ，5’，？•，11' ,13' ,厂’ I 是乘法封闭的. 

再进一步看，还有 

(5*)- ! = n *, (r )-' = i 3 -, ir - i 7* = r , 

所以， U ' ,5’ ，7' ,11',13*,17' 丨在 1 IK 的乘法之下是个6元群. 
由凯莱定理知它的每个元数的6次幂均为 r . 

这说明，只要 w 与18互素，则 < p ( m ) 6 = r .丽 9 是同态映 
射，故？（》* 6 ) = 1•，也就是，„ 6 被18除肘余1， 

I8!(m f, -1). | 

习题四 

1. (见本节之例 3) 求环 R 的自同态 
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I) 


a，b，c 是个实数 


的梭.令 


求屁像 ^'' CtAD ^-' dBI ). 

2, 设是认有理数环 Q 到实数环 R 的问态映射.且对每 * e J 恒 
有 / G ) 二兵（:).证明： ./ 和/?役 Q L -. W 同的映射，也就足 

对所有 , i：eQ 

3, 设/是环 K 到环 K ’ 的 M 态映射，5；是 K 的子环，证 明： S 的偉 /( S ) 
是的子环， 

4, 设郞是环尺的理想，规定 /*:•!•—► X + J 得到 J 到环尺 / J 的映射. 

iJE 明：/是环同态映射，求出/的核. ， 

设 r 是所冇形如 

a + b -/3, a yb^l 

的实数作成的 K 的子环，令 

fxa I - b/3~*-a - b/3. 

证明： /是 r 的自同 态求出 Ker (/), Img (/). 

§ 5* 环 的直和 

设(只，+ ,0和（3，_，©)都是坏.作为集合，在第一章里，讨 
论 r 笛卡尔积 j ? xs , 

R X S = |( r ,5 )l r $- J? T S \. 

由于 （ i ?, 卜）和（3, it ) 都是群，第 二章 §6 又给出一个硬性 
“拼凑”方法，将集 RXS 定义成群. 

(a ,x) * (h ,y) = (a+ b ^ y). 

现在，还可以由 R 的乘法•和 S 的乘法 © 硬性地引出 RXS 
的运算 A (仍称为乘法）， 

(a ,.r )A(/; ,y) = (a m b, j ： Oy). 
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因为 RXS 的运算完全依靠 R 和 S 的运算，且任何运算规律 
的验证都等于分别在尺和 S 中验证相应的规律，读者容易看出 

(1) ( RXS , * ) 是个加法群，这是在第二章群论屮讲过的； 

(2) ( RXS ， A ) 满足结 合律； 

(3) Rxs 的运算厶和 * 满足分配律. 

也就是说 ，（R xS ， * , A ) 是个环.这个环就称为是环和 S 的外 
直和 ，记为 
令 

i ? ， =|( ? -,0)€^ xS , 

ho,j)€j?xs, ses \'. 

那么，容易看出， K ' 和 S ’ 均为 ㊉ S 的理想. 

对照群的直积，可以看出， K @ S 与有如下关系： 

(1) 和 Y 均为的 理想； 

(2) J?®S = iT 即 i ? ㊉ S 的每个元素 （ r , s ) 均可表成 
K ‘和 S ' 元素之和，例如 < r ,5)=( r ，0)*(0,_ s ); 

(3) 上述表示法，对每个 R © S 中元素来说，都是唯一确定 
的； 

(4) 中任意元 _ r . S ' 中任意元: y 的积恒为0; 

( 5 ) j ?' ns ' 仅含 ㊉ S 的零元. 

仔细分析一下，这些条件并不是完全独立的.比如说，只要有 
前3条就可以推出后两条性质.为此，我们对环与其理想满足前3 
条公理者要特别加以研究. 

定义 1设 i ? 是 个环， A 和 i 3 是 R 的理想.如果 

(1) = A + B , 即对任意都有 

r = a + b , a GA , 6 GB , 

(2) 上述之 i ? 元表示成 A 元与 B 元之和的表示法是唯一 
的，那么，说环 J ? 是其理想 A ， B 的内 直和. 

命题1对任意环只和环 S , 其外直和 i ? ㊉ S 必为两理想 R ' 
和 S ' 的内直和，其中 
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R '= IU ，0)6 Rx SI 4 K ， S '^ HO .- OeRxSl ^ S . | 
例 1 所有 2 阶整数对角矩阵构成的环记为 i ?， 且 

B = 

则尺是理想 /\， B 的内直和. 

命题2设 i ? 是个环， A 和 / i 是/?的理想.那么， i ? 为 A，B 
的内直和的充分必要条件是 
⑴ R = A I £3; 

(2) R 的零元0或示成 A 元和 B 元之和时,表示法唯一. 
证明如果是 A ， W 的内直和，当然满足条件 （ 1 同时 R 
屮任意％表示成 A 元和 B 元之和时,表示法均唯一，当然也就满 
足 ( 2 ). 

反过来，如果满足（1),/?=4十且 i ? 中零元0表示成 A 
元与 B 元之和时表示法唯- •. 那么，对于 R 中的任意元 r , 若有 
r — a ^ b = c ^ d y a t A f b H , 

必导致 

0 = (a - c ) (b - J ) > a - <： €• A , b - B . 

而已知 0 的表示法唯一，只能是 0 = 0 + 0, 所以 
a — c = 0, b ^ d = 0; 

也就是 a = b = d , r 的表示法唯一.从而 R 为 A , B 的内直和. 

I 

命题3设 R 是个环， A 和 B 是 R 的理想.那么， i ? 是 
的内直和的充要条件是 
(IV R=A + B ； 

(2)' Anif - JOi . 

证明与命題2对照，我们只要证明，在十 B 的前提 
下， （2) 和 (2)/ 等价. 

如果汽 0 B = i 0 i . 而0有表示法 

0 — u + b , a^z A , b ^： B , 


\0 0 


eR t 


!(： 


\^R) 
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则 -6 .从左端看该元应在 4 中，从右端看该元又应在 B 中， 
故 

a =-6 GAriB =|0 (i 

也就是 a = 6 = 0. R 之零元0表示法唯一，只有 0 = 0 + 0. 

反之，如果巳知/?屮零元0表示法唯一，而 xGMflB ， 那么， 
W 为是理想，又应有于是，等式 
0 = X- + ( - x) 

中， x € A , ，得到0的一个表示法.据唯一性假定，必有 

' r =0 •即 AflB = |0}. | 

例2研究环 

tHo*，r ,2* ，3,，4.，5,1 
和它的理想 A = |0 - ,2' ,4* ) , ，3‘！. 

由于 r = 4 - +3’ 64 + fi , 而1 6 中任意元都是若干个1•之 
和，故 i ? = A + B . 进一步，有 

= to* I. 

所以 t 是4和 B 的内直和. 

命@4若/?是_理想 A , B 的内直和，则任意 
必有 ' _ - 

ab — ba=0. 

从而,对任意 

x = a by y — c^dy a ,c^ A , b ， d€ B 
有 （a + 6 〉（c + d ) = ae + W . 

证明因为 R 是 A ，/ 《的 内直和，故 
A 门 B = jO |, 

于是,对任意 a € A ，66 B , 先由 A 是 K 理想推知再 
由 S 也是 i ? 的理想得到最后合起来就有 

* Aa Gi4 = |0|, 

即 d = Aa = 0. 

若 a ， c € A , b，d 泛 B, 必有 be = 0, ^ =0, 从向 
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(u + b){c + d) ~ ac + hd. | 

这个命题反映了环的内直和概念和外直和概念的本质联系. 
具体说来，有 

定理1若环 R 是其理想的内直和，则 i ? 同构于和 
B 的外直和. 

证明任取<«,6)6/\©/3，令 

(p:(a ,b )-*« + b. 

则沪是集 Ax /3 到 i ? 的 -- 个映射.且对任意 （ajhQjieA ㊉ 
仏恒有 

tp{(.a,b)Mc,d)) 

= (pi(acjxi)} (A@B 中乘法厶的定义〉 

= 的定义） 

~ {u + b)(c + d ) (命■题4〉 

= f[{a ,b))ip[{c yd)}. 的定义〉 

同时还有 

<?[{a,b) * {c.d)'} 

= <pi{a + c ,6 H d)) ( A@B 中加法 * 的 定义〉 

= {a + c) + (b + d) (妒 的定义） 

= U + b )^{ c ^ d ) (这是 _ K 屮加法） 

= <pl(a,b)) + (p[(c,d)). (<p 的定义） 

所以， f 是到只的环同态映射. 

又，环 R 是 A ， B 的内直和，任意均可写成 r = “ + 6, 
a € A , B ，从而 

fiia ,b)} = a + t> = r , 

故知 p 是满射. 

再则，若有 U ㊉ _6且 

9lia,b))= <p{Xc,d)), 

那么，就得到 《+ 6= f + 日 .；？ 是 A , B 的内直和，表示唯一性蕴 

涵着 a = c , / > = d ,BP 
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(a ,b) = (c ,d), 


这说明 p 是个单射. 

总之，沪是 A ㊉ B 到 R 的环同构映射. | 

正是因为环的外直和与内直和有命题1和定理1这样同构性 
的事实，如同在群的讨论中一样，有些书对它们不加区分，使用相 
同符号和术语.读者刚刚开始接触这类概念，要特别加以注意. 
例题 1 若环 i? 是其理想的内直和，则 K/A 兰 
证明 对任意，由于1?是 A , B 的内直和，所以有 
a € A ,使 


r = a + 6 , 

而且 6 是由 /• 唯一确定的.规定 

f.r-*b 

就得到了 R 到 3 的一个映射 . 

对任意 _r, ： y€ ■ 反，设 

x~ a + b , a A , b ^： B, 
y~c + d, c€:A , B. 

那么 

x + y~{ac) + {b d), a + c €• A , b + d 云 B, 

从而 + y) — b + d = <p(.v) + 9 ?(_y) . 同时 ■ 

xy= (a + b)(c+ d)=ac + bd, ac^rA, M6B. 

故 . 这就是说， y 是个环同态映射 . 
对任意都有 q:(0+ b) = <p(b)- b, U9 <p 为满射 • 

. 又，若 a ： 6_R, j€-Ker(p), 炉 （ x) = 0 , 则必有 x&A. 同时， 
任意 A 都有 <p{a) = (p(a + 0) = 0, 所以， Ker( 9 ) = A . 据环同 
态基本定理 


RiA^B. [ 

例题 2 设环尺是其理想 / l , ，…， A 。 的内直和 ，且尺 有恒等 
元■证 明: 每个环 A . 必有恒等元.进一步， R 的元素 n 表成 
a = 11, + •■■ + a N , a, 6 A, 
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后 ， o 为 R 的一 个单位的充分必要条件是诸&各是环 A ,. 的单位. 
证明设《是环 R 的怛等元.由于 A 是诸的内直和，必有 
6 A , 使 

e — 卜 o + •• _ + #， f _ 

现玎断言， h 是环 A t 的-•个单位.任取《, 因为 e 是大环 K 
的恒等元，故 m , = a , e . 由命题4 乂知 fll e , = e , a , = 0,对 i =2, 
…， 》都成立.所以 

eai =«,(••■ =ai«] ^ a , fi„ = a t ej = e, a, - a,. 

由…的任意件即知 q £ 坏 A , 的恒等元.同理 ， e 2 ，…， 分别是 
A 2 > A „ 的运等元. 

^■ a ^ A , a 是 A 的单位， 

a …， a i ^:A i , i- 1,2, 

设有 bK ： A , ab = /ki = e , 

b i ' ". + /),, ， b s 6 A, , j = l,2,-'-,n. 

由命题 4 可得 

e = ab- a, 6, I- a 2 b 2 + ••- + a‘,b„. 

但，我们已没 


• e = k { + f 2 -I -+ e„ , 

由表示法唯一性，必得 

a 1 6| = e t ,a 2 b 2 = e 2 , - a„b„ - e„. 

同理，还有 

f} \ a \ =e \ - b 7 a 2 - e 2 , , b, l a„ =e n . 

这就说明， < z f ，…， a „ 分别是 火，，…， A „ 的单位' | 


习题五 • 

1. 若环 ft 和环 S 都是可交换的，则它们的外直和 R @ s 也是可换环. 

2. 苷环 R 和环 S 的每个元索都是加法周明有限的，则它们的外直和 
每个兀也都是加法周期有限的. 
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3. 若环 S 和环 S 的每个元素鄧是幂零的，则它们的外直和的 
毎个元素也都是幂零的. 

4. 设是环 R 的两个理想.现逢立环尺到环 ( K //) 任 HR //) 的映射 

/： r—(r i - + r ^ R . 

ffi 明： / 是个环同态，并求出 Ker (/). 

小 结 

若 ( R , + ,.> 是个环，那么首先 ( R , + ) 是个加法群;若 ( S , +，-) 
是环 （ R ，+ ，.）的子环，那么首先 <5, + )是加法群昀 T 群； 
若/是环 （ i ?， +，.）到环，©)的环同 态時射 ，钿么首先/ 
是群 （ i ?, + ) 到群 （ R ', + ) 的群同态映巧•所«"，<寸 论环的 基本性 
质、子环的结构、环同态映射的作用时，舍们首先要想到，在 第二、 
三章群论学习中，已经作了相当的准备，要尽量利用已经掌握 f 的 
知识. 

例如，讨论环同态映射/是否为单射，可以用梭 Ker (/) 是杏 
为零来判断•而/作为环同态映射或单单作为加法群的群同态映 
射核是相同的•于是，可以把学习群论时得到的关于核的计算公 
式、方法完全照搬到环上来. 

当然，环（/?，十 ，•） 有两个二元运算，这两个运算不是井水不 
犯河水、各行其是，它们是密切配合在一 起的： 而联系的渠道就是 
分配律，及由此得到的一些简单性质，如对任意元素 a j 恒有 
a. 0 = 0 ， a"(~b)= - (a'b). 

环中的零元0是对于加法运算来说的一个特殊的元素，但它 
在 乘法之下也有独特作用.所以，环理论中很注®“零因子”的出 
现.它也是抽象环比数环概括性更强的一个重要标志.由零因子、 
幂零元的存在而引起了环论中一些相当重要的课题研究. 

本章的重点是理想、同态和商环. 

本章的难点，对某些读者来说,是商环 .如果，在前三章的学习 
中，你对商集、商群的元素表示方法、定义映射时验证合理性之必 
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耍 等己经 搞清#懂，一般来说，对引入商环这一概念不应感到突 
然. 

如果（/，+ ) 是环 （ K ， +，•>的加法子群，就可以考虑商群 
( R , ^ .)/(!，+ ).但想使这个商群能利用 （ R , + ， •） 的乘法 自然的 
构造成环， J 在 K 的加法和乘法之下构成子环是不够的.这样才引 
进了环的理想这一重要概念.而且，你一定要体会这么一点 味道： 
理想的引进是相当 G 然的. 

也有可能有些读者到现在对商群甚至商集还不熟悉，那么，你 
-- 定不要怕费时间，要按第二章小结建议的办法从头复习一遍.要 
知道，关于商集、商群和商环的学习是本课程最重要的环节之一， 
躲是躲不过 么的. 

复习题 

1. 在旮理®环 ( Q ,+.•) 中给出 
U 0 | 在 ( Q , 十）巾生成的 子群； 

+在 ( Q - iOl .，） 中生成的 子群； 

(c) +在 (Q,+ ,•> 中生成的子环； 

(cO +在 ( Q ,+.•) 中生成的理想. 

2. 设 R 是所有以整数为系数的多项式所构成的环.证明 ： 由|2,幻生 
成的理想 （2, jr ) 不能是 R 的主 理想； lli 就是说， （2, a .) 不可 能是由 K 中某一 
个多项式生戍的埋想. 

3. 设 S + S 环的子坏，则 

T = I r 云 R i ; sr 对 所有 .v ^ | 

是 K 的子环. 

4. 设丨趙坏 K 的理想，那么对所有门是尺的 
理想. 

y . 设/是环 r 的理想,那么 

r = lr €/?| 以6 J 刈所有 a .€ l | 
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是环 i ? 的埋想. 

6 在有理数环 ( Q ，+ ,•) 中 

S = \2min \ n7 : 0, {rn , n) — I, /" 、 " f I! 

是不是子环？是不是理想？ 

7. 设夕是个素数，找出商环 1 K〆 ） 的所冇氓位和所 冇幕零 元， 

8. 条件如上题，绐出商环价^)的所有非平凡 理想 

9. 设 D 是个整环4 是它的 恒等元•且 | ， r -0. 证明 f e = 

0 . 

J 0. 若环 J ? 有4个元索！其中 ，为 尺的恒等元，且元素 u ，6 
都是单位，给出 i ? 的乘法表， 

J 1, 若 1 环只有4个元累 lO .^ a , 〆 ， 其中 e 为 R 的 H 等元，又知道 e + 
= 给出尺的加法表和乘法表. 

52. 利用 I 到 1/(3) 的6然间态映射说明方程3/=： 992没有整数 
解. 

1 .V . 利用 I 到 0(17) 的自然同态映射，证明 ：方程 x 2 -17/= 没 

有整数解. 
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第五章从环到域 


在我们已经见过的各种环中在结构上存在着很大的差别.也 
就是说，尽管这些代数系统都满足环的定义中要求的几条公理，但 
它们的代数运算仍然有相当大的爱异. 

例如，整数环 I 是坏论讨论的主要背景之一，它有乘法恒等 
元，可交换，没有非零的零因子. 

而所有实的矩阼构成的环，也是环论的重要研究 
对象，它却既不 RJ 换，又不是无零因子环. 

甚至，环1 5 和表面上运算规律基本相同，元素个数仅差一 
个，而实际上,从环同构的观点看，它们是完全不同类型的环.环 
I 6 -|0M",2' ,3' ,4' ,5- ! 

有2个非平凡理想 

A =|0 - ,2" ,4" !, B = ( O ' ,3' i - 
I , 是 A ， B 的内直和，它好像是一个二元环和一个三元环硬拼凑 
起采的.但是，环 

I, = |0 M *,2\3\4 ， ! - 

除彳0’ 丨和本身外无任何其他理想，备元素之间关系“紧密”，非零 
元在乘法之下构成群. 

本章主要讨论几种环的重要类型及各类型的关系与转换. 


§ 1 除环和域 

定义1设 （ R ， 十， .） 是个至少含2个元素的环.用 &代表 
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R 中所有非零元的集合.如果 Ro 在 i ? 的乘法•之下是个群，则说 
环+ ， _;是个除坏.进步，若 （_ R , + ,•) 是交换环，又是除环， 
则说 （ K ,+ .0 是个域. 

有人称除环为体、除体、斜域.有人称域为交换除环或交换体. 
例如，有理数环、实数环、复数环都是域，当然也是除环. 

例 t 环是个域 . K 是它的乘法恒等元，且 

r -r =-2' -3' -4* -4* = r ， 

即毎个非零元都有乘法逆元素，丨厂，2’，3'^丨构成一个乘法 
群 .1; 是交换的除环，也就是域. 

例题1先复习一下第四章§2之例题 2. S 是所有形如 

["a + b c + d •/ - 1 

J - - ,_ ,_ ，为头数 

l - c + ^ y - 1 a — 6 •/ — 1, 

的矩阵的集今在矩阵加法和乘法之下构成的环. 

矩阵 


0 ^ 


-b 2 +c 2 + J 2 , 


是 S 的乘法恒等元. 

计算矩阵^的行列式，得 

j a + b t c (■ d 'f~— l j 
\ - c + d / ~ 1 a - b v~ 1 [ 

所以，只要 _ c 不是零矩阵，即实数 a ,6， c , rf 不全为0, : c 的行列 
式即不为0,从而 a ： 必为可逆矩阵.设 cj 2 + 6 2 + c 2 + d 2 = 5 ,x 的 
逆矩阵 

r 


-c-d y ~1 


d 


s 


-d V —1 a + b — l 
1 ~ —d 8 

而且也娃 S 中的元素.换 g 之， S 中冶元索 j 使得 
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S 中所有非零元做成一个乘法群. 画 

S 是个除环.这是除环的一个重要例子，称为 四元数(除)环或 
哈密尔顿 ( Hamihun ) 四元数环. 

从第四章例题中的乘法表上可以清楚地看出，四元数除环乘 
法不是可换的.所以，它不是个域. 

给定一个环 （ R ， + ，•: >，要验证 （ R 0 , +) 是个群，牛不需要真的 
去检騎乘法的结合律，因为环的乘法有结合律,是 i ? 的子 
集， R ,, 对乘法当然也有结合律，故有以下等价的 

定义2 设 + 是个至少含2个元素的环如果 

(1) R 有乘法恒等元1: 

(2) 对任意 rGi ?, 只要 r — O , 则必有 s€R 使料 

r .、 = sr- L. 

则说环 （ R , + ,0 是个 除环. 

当然，条件(2>又可以换成 “ r 的非零元恒有乘法 逆元” 等等. 
今后，我们将“乘法恒等元”简称为恒等元.在不发生混淆时， 
—律记成 “ r , 有恒等元的环也简单也说成是有 i 环. 读者耍 注意， 

1并不永远代表“数”. 

而对于加法运算之下的恒等元，我扪称为零元，记为0,前面 
已经这样做； r . 

定义 1 和定义 2 的等价性的证明 如果环幻所有非零兀 

的集合在的乘法之下构成群.设 e 是群 _ R 0 的恒等元，即对 
任意 rGR ,, 必有 


er = re = r . 

但 R 与仅差一个零元素0,且 

^•0 = 0 *^ = 0 , 

所以，对任意都有 = .re = X , e 为 整个环 i ? 的恒等元 ， R 
满足条件 （1>. 
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对任意 r € i ?, 只耍 r ^ O ，则 r 6 .而 _ R n 是群，必有 5 6 _ R 0 
SR 使得 


EP R 满足条件 (2). 

反之,假设环 R 满足条件（ I )和条件 (2) .首先，任意 
则必有土 y 6 R », 即( I .若不然，据条件 （1) 和条件 （2) 应有 z 
使 

>•2 = 23- = 1 , 

从而导致 

0= {.ry)z = x(yz) = .x. 

这说明只 0 在只的乘 法之下封闭.换言之，环 K 的乘法运算也是 
i ? o 上的运算， 

其次，条件 （1) 表明7?有恒等元【，于是必有1尹0.若不然会 
导致对任意, 

x = 1 • ,r = 0 • ： i ： = 0 

与 J ? 至少含2个元素矛盾.所以有恒等元. 

最后，对任意，因为 r 关0,据条件 (2), 必有 stK , 使得 

r.s = 5/* = K 

显然 s ^ O , 否则导致矛盾.这说明即 r 在尺 u 
中恒有逆元. 

所以，在乘法之下构成群. | 

我们看到，环 R 为除环，冇先其非0元集在乘法 之下封 
闭，即: c ,. v € 尺且 . r 关0, y 关0则必有町关0.换言之，尺为无零 
因子环. 

现在问，如果无苳因子环 K 至少含两个元，是否尺为除环 

呢？ 

此事显然不对.比如整数环.又如，所有实系数多项式构成的 
环 P 就是无零因子环 . 何多项式 . T 在 p 中无 逆元； 因为，对任意一 
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个 《 次多项式 /U.) 来说 ，.: r/(.T：) 必为 n + 1次多项式，绝不能等 
于 1. 

综上所述，我们可将玎的几种重要类型列表如图 5-1. 


环 



图 5-1 

例2在实数域 R 中，子集 

S=txeKU = a + AV 2, a,b 为有理数！ 

是 R 的一个子域. 

事实上，若 S es, 竽 0, 设 

s = a + b -/2, a ，6 为有理数. 

那么 a - 67^9^0,否则导致 a = 67*5, 或者6 =0且 a =0;或6^0, 
^/6=乃,两有理数之比为无理数，均引出矛盾.于是 
(a + 6 V5〉（a — b-Tl) = a 2 - 2b 2 ^0. 

由于 a 2 -2b 1 亦为有理数，所以 

{a + bny ' = ^W~^2^^ S - 

据定义2, S 是个域，它是实数域的一个子域. 

例题2设 K 是个至少含两个元素的交换环.那么， R 为域 

2R5 



的充分 必要条 件是，对任意尺，方程 
ax — b 

恒存唯一解，即有唯一确定的使& = 

证明如果尺是个域，任取方程 

a.r = b , ( * ) 

只要^/关0,贝 l . «必有乘法逆元 a 1 .令则 
ac = a {a ' ' b)= {aa ' ' )b = b\ 

! k 就是说 c S 足方程 （—） •进一步，若还有 d € R 使以二办，那么， 
!ll 

ad = b = ac , a^O 

fH £- a , 立得 i = c . 这说明 （* ) 的解是唯一的. 

反之，若 R 中方程 （* ) 当时恒有唯 一解. 由于它至少含 
两个元，可任坟《#0,音方程 

ax - a , a 7^0. 

据假设，它有 fl 一解，设为 <>.可断言 e 为 R 的恒等元. 

任取 K •设 W = />， 这意味着^/是满足方程 oj : = A 的.再 
由^满足 ar += a ，即 


av — a 

可得到 

a{pd) = {ae)d=- ad = b, 

即 W 也满足■唯一性条件，必有 

de ^ ed ^ d , 对任意 d € R , 

这说明 e 为 J ? 的恒等元. 

进一步，对任意 t / GR , <^尹0,方程 
dx ~e 

必有唯一解/,即 = e .从而 R 的每个非零元恒有逆元. 

R 是个域. f 

命題1只含有限个元素的整环必为域. 

证明没 R 是个有限整环，那么 J ? 有1且可换，所以，据定 
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义 2 知，要证明 i ? 为域，只需验证它的每个非零元均有逆元即可. 
任取 a 尹0,看元素 

a ,a 2 , •■■,a n ，…. 

由 R 的有限性，上述元素必出现重复.不妨设有正整数办，/使 
a — a , k<l. 

又 从而 

c /( l - a _ i )=0. (1> 

而《 +是零因子，进而也不是零因子.于是 ，（ i ) 式意味着 1- 
， r = l )， 即 

l = u'- k = a-a ： - t -' , l~k~l> 0 . 

这说明元素 yd — 就是“的逆元素（注意，务-1=0时， <1 0 = 

1). I 

例理3环1„为域的充分必要条件是《为素数. 

证明若 r ； 不为素数，必有整数 p ， g 使 

n= pq, 1 < p<n, Kq< n. 

于是，在1„中，， #()■ , q ’ 尹0,但 

P'q' = 0 ' , 

I n 有非零的零因子. 

反之，若《为素数 ，任取，当 p •和 g •均不为 0* 
时，必有 

Kp〈n , 1 ^ 9 < n . 

由于 n 为素数，它不能整除 p , 又不能整除 g , 则必不能整除它们 
的乘积.设 

pq = in +j , O^j < n , 

则 _ /參 0, 也就是 

P ' q -= j ^ 0 \ 

1„不含非零的零因子，且为有限环，由命題1知1„必为域. | 

下面讨论域的简单性质. 
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命题 2 域不含非平凡的埋想. 

证明设 R 是个域，//!0|是 _ R 的一个理想.干是有 a 6 
a ^ O . 但 J ? 是个域， a 在 R 中有逆 JC fl \ a 、二！.进而，对任意 
rG 尺有 

( ra -') u €!, (/ 是理 想〉， 

r(a (结合律）， 

?-€•/. {a 1 a = 1 ). 

敁得 F <^ I , 尺 - a . 也就是说 K 的理想除 1 0|外只有 K 本身，绝无 
其他. ■ 

命题3设 P 是环 _ R 到 . S 的环同态，且为满射.如果 R 是个 
域，则 V 或者为同构映射，或者将 J ? 所有元映成 S 的零元是零 
问态〉. 

证明看史的核 Ker ( P )， 它是环 i ? 的理想.由命题2知 
Ker ( = 10 !或 Ker ( ^ o ) - R . 

如果 Ker ( P )=/?， 即对任意 rGR 恒有 〆 r ) = 0. 

如果 Kerb ) =叫，在群论中多次遇到过， p 必然是单射.从 
而 p 是同构映射. ■ 

定义3域 （ F , + ,*) 的子集 S 称为 F 的子域，如果它是 F 的 
子环且它在 F 的运算之下本身是个域. 

定义 4 设 R 是个环.如果有自然数 m 使得,对每个 r6R 
均有 wr =0, 而小干的自然数都不具备该性质,则说环 R 的特 
征数为如果找不到满足上述要求的自然数，则说环 i ? 的特征 
数为 0. 

我们来解释一下上面的定义，看每个环是否都有一个特征数， 
给定一个环 i ?. 那么，或者有一个自然数《使得 

na-0, 对每个 a € i ?. (*) 

此时，我们可以看具有上述性质的自然数的最小者 m . 它使得 
ma~0, 对每个 

且当 /< w 时是自然数）必有 b ^ R 使得(否则，/亦具 
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(*) 性质 ， 与 w 之最小性矛盾）.于 是知^ 即为 i ? 之特征数. 

或者，任意自 然数々 都不具备（ * ) 性质，乎是，按定义， R 的 
特征数为 U . 

这说明毎个环都以-非负整数为其特征数.例如，整数环、有 
理数环、实的 ， ixn 矩阵环、实多项式环等特征数均为0.而 I . 
的恃征 数为〃 ，因为对任 ; S r ，都有« •«* =0* ，而对任意 

;»< "，只要取丨‘ 61,,即可看出 W _r = . 

命题 4 ++ff 限环的特征数必整除其元数. 

事实上，若尺 为” 元环， < R , + ) 即为 n 元交換群.由拉袼朗 
口定理，每个元素的加法周期均整除《，即对任意 na = Q . 
由此可知， K 的特征数不为0,设为,《.若 w 不能整除,,，则做除 


?1 ~ qm + i ^ 0< £ <，"， 

那么，对任意 aCK 恒有 


iui = ( gw) a 十 . 

由于 m =0, </ m a =0, 从而必有& =0.这与 a 的任意性、特征数 
m 的最小性矛盾，故应有 m 能整除 n . | 

有限环之元素数与其特征数不相等的例子很多，如 I 2 ® I 2 之 
特征数为2,元素数为4.也并非只有有限环的特征数才能是有限 
的. . 

例3仿照第四章§1之例1.设 F 是实数域 R 到环1 2 的所 
有映射的集合•规卑，对任意 /， g 6 F ， 

/(_r) +-g(.r), .r6R, 


fQ > g ： x -* f {.- c ) g ( x ), ： r € R . 

则 （ f ，#,®) 是个环，它有无穷多个元素，映射族 


⑽{°:， 


当 x ^ a , 

nx= a 


取不同的实数 a ， 就得到不同的映射，也就是 F 中不同的元素. 
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但是，环 F 的特征数为2,因为对任意 /6 F , 
(/#/)( x )=/( J ；)+/( x ) = 0 - , 

命理 5域 F 的特征数或为0或为素数. 
ffi 明 设 F 的特征数为 7 ",w 不是素数， 

m = pq , l 〈 p 〈 m ' .1 <! < m . 

用 ^ 代表 f 的恒等元，应有 

Q = me = { pq)e = { pe ){ qe ). 
fk T ' F 是个域，不含零因子，故 /w = ( J 或 y = 0. 

如果涔= 0,那么，对任意有 

pa = pica ) (e 是恒等元） 

= ( pe)a (分配律） 

= 0. (pe = Q ) 

这与 m 是特征数的极小性矛盾. 

当 ge = 0 时，也是一样. ■ 

命题6设域 F 的特 征数为 p 关 0.那么，对任意•，恒 
有 U + 6 V=Y + ^. 

分析在一般非交换环中，我们不能随便将 U + 6尸写成 
a 2 +2 a 6 + 6 2 •因为，按分配律算 

Ca + b ) 2 — a 2 + ab + ba + b 2 , 

ab 可能不等于 6 a . 

当为交换评时，可用归纳法证明二项式公式 

(a + ft )" = a " + na"~'b + ••• + nab n ~ x + b ". 

证明 因为 

(a + 6)^ = a p + pa p ' i 6 + 〆 /) - l)a 广 z 6 2 + … + 6 ? ， 

上式右端除首末两項外均为某元之 p 倍，而 / •为 F 的特征数，它 
们必为0,所以 U + 6 V = a ，+ 6 p . | 

本节最后，我们用抽象代数方法处理一个数论问题，论证十分 
简洁. 

例題 4( F _ t 小定理）设户是个素数.如果整数 a 不能被 
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y ) 整除，则 P 必整除 V —-1. 

证明由于户是素数，故 

i P m(y> = i- P 

为域 . u 不能被;< 整除， u 迕（/，），从而 a 在 I 对 ( p ) 的等价类 
[a ] 式[0]= (/)). 

又因为1/(/>)是个域，它的所有非零元素构成一个乘法群，是 
个 p - l 阶群.故 

L«P-'=[1]. 

注意 i / G ) 中乘法的定义，即知 

[。广 1 二[，丨]=[1]， 

从而/■整除 〆 1 — 1- I 

命题7设环 （ R , + ,0有1.那么，当1在群 ( K , +〉中阶数 
无限时， K 之特征数为0;当1的阶数为正整数《时， R 之特征数 
恰为 

证明若1在 ( R , + ) 不是有限阶的，那么，对任意正整数用， 
t _ i 有 w _ l #0, 从而 K 的特征数为 0. 

若1在 （ R , + ) 中阶数为为正整数，那么，对任意 a ^ R . 

必有 

rra = ?; (la ) = (n • 1 )a = 0, 

KU -1)，1 祐 0 .故 R 之特征数为 I 
例题 5 用 ( Q ，+ ) 代表有理数加法群，用 （ I ，+ ) 代表整数加 
法群，用 （ iW ，+ ) 表示 （ Q ，+ ) 对（了，+ )的商群.那么，不管用什么 
方法定义 M 上乘法 x 使得 （ JW , +， x ) 成环，该环都不会有恒等 
元. 


证明设 （ M ,+， x 〉 是个环 . M 中的每个元素就是( I ，十）在 
( Q , + ) 中的&个陪集_必形如 

-T + I, a, 601, 6#0. 

0 
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进一步，还可以要求 A 是个正整数.那么将该元自己加自己，加 A 
次，得 

I实际上是 /W 屮的零元素.从而说明， M 中每个元素的阶数都有 
限. 

假设环 （ M ，+ , x ) 冇恒等元 

孓二 f ' ll , u ， bfl ' b >0. 

那么，6个6相加得 b ,-= l , e < k { M , + 〉中阶数有限.据命® 7知， 
环 M 的特征数为I (足•个 IH 整数. 

但是，看 /W 中元素&十 i, 则有 

^ t - T 7 - hI ) = m + I =( T^r + I ) + ( iTT +I ) - 

由于 

k ^TY ~ k ~^ 9 ~ 1 ) + I -1, 

知 


: K ^ t + i ) = iti +i " £i ' 

矛盾. ( M , + , x ) 不能有乘法恒等元. ■ 

习题一 

1. 设 R 是个交换环，若 af •乒 0, o 6 也不是零因子，那么 a #0, 
a 也不是芩因子. 

2. 设 F 和 F ' 是域， a 是从 F 到广的非零的环同态映射.用丨和 r 表示 F 
和 广的恒 等元,则必有 a a ) = 1 •.当 F 和 F ' 是一般环时，此事对吗？ 

3. 设 D 是个整环， a ，6, c . eD . 若有使得 

d ! - (a + b + r)d 2 + (ah + be + ca)d - abc = 0. 
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则 J 必为中的一个. 

4. 证明: 所有的三元域部是间构的， 

5. 设域 F 含 m 个元素，证 明：对 仃意 a 关0, 必有， 1 =1,对任 
意.必有 a " = a . 

6. 在复数环（’中， 

R =\ a+b y 办是实数 I 

是个子环，尺本身是个除环. 

§ 2 理想与商环 （ n ) 

在 § i , 我们看到，域的同态像或为 loi 或为域.现在，反过来 
问，什么环的同态像能够是个域呢？ 

例1用 iMt 表所有实系数多项式所构成的环.来建立一个 
p 到复数域 c 的映射. 

任取 / U -) ep , 用多项式工 2 +1去除，得 

fix ) = q { x ){ x : + 1) + ar + /3, 

其中余式 ax +戸是由/( X )完全确定的.令 

?：/( x)-*-oi + /5, i - v " - 1, 

就得到 P 到 C 的一个映射. 

任取 /( Jrhg ^ WP ， 设 

f ( j ：) = q ( x )( x 2 + I ) + ax + ji , 
g { x ) = p { r .){ x 2 + \) + 7 x + 8 . 

那么，有 

f ( x ) + g { x ) = { q ( a ：) + />{ x )]( x 2 + 1)+ (a + y)x + (3 + S , 
f ( x ) g ( j ：) = k ( x )(. v 2 I l ) + aYx 2 + ( a $ + fiy)x + fiS , 

= t ( x )( x 2 + l ) + ( a d + j } y)x + ( fiS ~ o 7 ). 

所以， 

P 〔/( x ) + g ( J ：)〕 

= (o + y)i + (/9+5) (史的定义） 
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+ + (复数加法） 

-^ t /( x )] + ^ Cg (. r )]. {<p 的定义） 

而 a 

史 〔/( T ) g -(- C )〕 

= (aS + , 3r ) i +{ l35 - a7 ) i<p 的定义〉 

= (ai + ^)(yi + S ) (复数乘法） 

= ^(/(. r )] p [ g (. r )]- (y 的定义） 

.' d 说明 p 是 P 到 C 的环同态映射. 

任取 则 

f{ax + 13) = ai + (3, 

故 f 为满同态. ：1 ' ! ' 

if 算 '■ ； 

Ker(^) = !/(x)ePi^/[(x)] = Oi. ' 1，6> 
显然， /(xWKeKp) 之充要条件是 x 2 + 1 整豳 /(.r )， 充 分必萎 
条件是 /(.ic >属于 . r 2 + 1在 P 中生成的理想 （ / + I ) .即4 ; 
Ker(y) = (.t 2 +1). 

由环同态基本定理，知 P / U ; + 1> 兰 c : ， ' | 

环的间态像的性质由该环及一个理想 (.11} 态核）决定.上例说 
明,1 •对 理想 ( x 2 + I > 的剩余环为域，那么,史有无真理想(，即非平 
凡理想) A 使剩余环 P / A 不是域呢？ 

例 2在实多.项:式环 P 中，用 A 代表多项式 _ c 2 - 1生成的理 
想代表多项式 /( o ：) 所在的陪集 fuy + A . 

因为 X -1 S A ，故 X - 1矣5 =九同样 .T + 1=5^5.但是， _( a ; + 1) 
(: c -1) 斤: c 2 -: ie / V ， 故 • 

, >3 ： - l.-*C + 1 = (•! + 1)(J - 1) =0. 

这说明环 P / A 有非零的零因子，当然环 P / A 不是个域. 

定义1环 R 的理想称之为 R 的一个极大理想，如果 
对尺的任意理想 A , M^A 且竃涵 A = J ?. 

换言之，在 J ? 中真比 A 大的理想只有环 i ? 本身. 
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读#绝不可以将 “A & R 的极大理想”理解为 “ A 是 K 的最大 
的真理想，它包含 R 的所有真 理想' 因为，假如用理想包含关系 
意味其大小的话，可能有些理想是不能比较谁大谁小的. 

例3 环 L :屮，理想 

A = 10' ,3' ,6 - ,9' I , 


B 二 KT .2* ， 4* ,6* ,8‘ ,10 - 1 

都有极大理想.因为，如果有的理想 M # A 且 . W 冇 r 
个元素，那么，作为有限群，由拉格朗 R 定理，必有4螌除、 f 整 
酴12,且#4.故/ = 12, M=l l2 . A 是极大理想.同埋可说明 B 
也足 1, 2 的一个极大理想. 

当环为单环时，它不含非零真理想，真包含零理想者只有环本 
身.故零理想是它的一个极大理想，而且 R 有这一个极大理想. 
例题 r 所有形如 

0旦 1 广 

n ; , w , « Gl, n >0 

.0 0 I 

的矩阵作成 Q 上 2 阶全阵环的一个子环，记为/: 证明： R 没有极 
大理想. 


证明设 J 是 i ? 的一个非零理想且 J 必 i ?. 那么，必有整数 
s,t 和/使得/关0且 


Ql \2 ^ 

0 f W ， 

of 


lo 0 J 

0 0, 




由子 J 对减法封闭，左侧矩阵之 f 倍亦必在 J 中， g | l . 

= G ' 不妨设 s >0. 

同样由/的减法 封闭性 ，知矩阵 




0 




.0 0 
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否则， （*) 右端的矩阵就在/中 r . 

由 t r 中任意两矩阵之积恒为零矩阵，由元素 P 生成的理想 
G ) 表达起来非常简单， 

(,0)=1 mp | 771 6 11 . 

因为 所以 

现断言， ./+ (/5)共 /?. 我们可以证明，矩阵 

f 0 L 

T — $./ + (jO)- 

,0 0 , 


若4 〈然， r 6/ + k ), 则必乇 - re ；, 使 

r = .?• + mp . 

山于 J 是理想，对加减法封闭，看 W 个7：之和，则有 

|0 


sir = . 


= P - 


然而，注意 （* ) ，又有 Wr = _ s/x + simp . 由于 J 是个埋想，故 
sLc 云 J • 


同时，又因为 



而且 it 6/，知道 mslp = ? m €: J . 

iA . ffO p ~ dr = six + sirup G J ，矛盾. 

因为已经知道 i ? 有非零理想，且对 i ? 的任意非零理想_/， 
/关 i ?， 都能造出 i ? 的理想/ + ( p ) 使得 

也就是说， i ? 的每个理想/关 i ? 都不是 i ? 的极大理想. | 

定理1设 R 是个有丨的交换环, A 是它的一个理想.那么， 
剩余环 RIA 为域的充分必要条件是 A 为 R 的一个极大理想. 
证明设 A 是 R 的一个极大理想.因为值等元1各 A (否则 
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推 M ! R 中任意元 《 =a • L 6 A ), 故 RfA 中陪集 1 十 A 不等于陪集 
A , RIA 至少含两个元素艮1 i_A 是 R/A 的恒等元. 

可以断言，； e/A 中的任意非零元^ + A (也 就是在 
R / 力中必然有逆.也就延，必能在 RlA 中找一元素 A + A 使 


(u + A){b + A ) = ab+A = l + A . 

此事又等于要找一个 h ^ R 使得 16 M + A . 

由于 K 是有1的交换环，元素 <2生成的理想 
( a ) = f 3<€ i ?|>' = ax ) - 
由 TU ) + A 也是 R 的理想，且故 

AS ( a ) + A , A ^( a ) + A . 

由 Z 的极大性，推知 （《) \-A = R . 

于是，〗6(«)+4,有 AG /?, 使得 

l€- oi + A , 1 + A = (a + A)( 6 十 A ). 

/•> + A 就是 a + A 的逆. 

RIA 是个域. 

反过来，设 RlA 是个域，来证明 A 为尺 的一个极大理想. 

设 B 是只的理想， A # B . 那么，必有 b € B , b ^ A , 
d + A ^ A , b + A ^ R / A 的非军元-由于 i ?/ A 难个域，6 + A 在 
RlA 中有逆元，即必有 cGR 使 

(i + /l)(c + A)=l+_A ， l = bc + a, aGA. 

但是,66 B , B 是理想，故 bc - eB . 再加上 AQS , 即得到 
16 B , 从而 J ? 的任意元都属于 B , R = B . 

这说明， A 为 R 的一个极大理想. | 

与此问题类似，设 A 为环 R 的理想，何时剩余环 RIA 为无零 
因子环、为有1环、为交换环，等等. 

定义2设 R 是个交换环， P 是 R 的一个理想.如果， p 关 _r 
且对任意蕴涵，或则说 p 是尺的 
一个*理想.如果丨0|是环 R 的素理想，则说 . R 是个索环. 

例如，环 J ? 是个交换的无零因子环，那么，它的零理想|0|是 
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它的一个素理想. 

乂如， 整数环I中，素数 p 生成的主理想 丨/>! 必为I的素理 
想 .因为，若即，朗 是户 的整数倍，； •整除 
/m;. 但 p 是素数，整除两整数之积时必整除两因子之一.整除 
时， (/，）；；> 整除 n 时，， i6(/)). 

命题 J 设是个交换环.那么 ，环 R 的理想为其素 
理®的充分 必要条件是剩余环 rip 为无零因子环. 

证明如果环 Rjp 为无零因子环，又有 «,6 e j ? 使得 
«6€十.那么，有 


(a + P)(b -<■ P) = ab + P = P. 

因为 RlP 不含非零之零因子，它的两个元素， a +_P 和 6+ p 之积 
为零元，必至少有一个是零元，印 a +P = P 或6 + P = i>, 此事等 
价于 


或 

故 P 为素理想. 

反之，设 _P 是 J? 的一个素理想，在 R / P 中有元素^^ + p 和 
办 +P 之积为零，即 

(a+P)C6 + P) = a 6 + P=P. 

也就是由于/«是素理想，这就意味着 
或 /)€P 

即 fl+P 二 P 或 6 + P = P, R / P 为无零因子环. | 

命理2设 i? 是个环， A 是 J? 的理想.环 i?M 为交换环的充 
分必要条件是 A 包含 i? 中所有形如 

j ： y-yx, x,_y€J? 

的元素. 

+证明 设 KM 是个交换环.任取; r，：y£R 就得到 R/A 的两 
个元素： r +A 和: y + 由子 RIA 是个交换环，必有 
(x + A)(_y + A) 

=^ + A (i?/A 中乘法） 
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-(y + ,4)(. r -^ A ) (RlA 足交换环） 

= yr 4/\ ( R/A 中乘法） 

也就是 - r >> + A = 3a - + A , , t>i - yi ^ A . 

反之，设理想 A 包含所有形如 .ry - yx , x , yeR 的元素.那 
么，任取 R/A 的元素《 + .4 , A + A ,由于 — /> a ^ A , ab > A = 
釦十 A , 就有 

(a -i A)(b + A) = ufi + A = ba + A-(b ^ A)(a + A). 
从而证明了尺 / A 为交换环. I 

例题 2 设 R 是个交换环.对任意 a GR , 证明： 

N a = | X 6 i ? U - = ar - r , 

是 R 的理想，且 i ? 的理想 .4 竽尺 使 R / A 有恒等元的充分必要条 
件是有 66R , . 

证明任取 + r ,； y6 / V ,,, 2 6R , 

x~ar - r , y = as ~ s , r , s 6 i ? 

则 _r - .v = a ( r - s ) - ( r - s > €• N a ， 且 

xz = (ur ~ r ) z = a ( rz ) ~ rz ^ N a , 

因为 /? 为交换坏同样可证 

= 2 ( «S - S ) == fl ( Z.V ) - 25 ^ ]\i\ 

故集合 N ； 是 K 的理想. 

如果，有 b ^ R , JV ,, SA , 即对任意 r € R ' 

Ar - /- €• A , 

也就是 6r + A = r + A - 从而 

( b ->- A )( r - hA'i = r + A , r €: R . 

因为 i ? 为交换环同样可证 

(r + A)(b + A)^=r + A , r^R 
这说明 6 + A 是 RlA 的恒等元. 

反之，假设 R / A 有恒等元 6 + A . 那么，对任意「 6 圪 r + A € 
i ?/ A , 有 
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{b A)(r + A) = br + A = r + A 
也就是 JV 6 £A. I 

当环 R 有恒等元 1 时，; V, = 101, 它含在每个理想里，故 /? 的 
每个商环都是有恒等元的. 这一点 ，在讨论环的同态像时，已经说 

过了. 

例题3设 R 是个有1的交换环 .R 的元素 ci 称为是幂零的， 
如果有正整数 n 使〆= 0.证 明： J? 的所有幂零元的集合 N 是 i? 
的一个理想.而且商环 R/N 中没有非零幂零元. 

分析元素幂零时，正整数^的选择可能随元素 d 苹_而变 
化.例如，在实的3阶矩阵环 M 3 . 3 中，矩阵 


0 

0 

0 


0 0 

0 


0 

0 ( 

0 

0 

0 

0 

. 

0 0 

0 

) 

1 

0 

0 

0 

0 

0 


J 0 

0 


0 

1 

0 


都是幂零的，分别选取；;=1,2,3即町.当然，对这3个矩阵都取 
« =3也行.但是，在任意环中给出无穷多个幂零元，要找出一•个疋 
整数 w 使每个幂零元的〃次方都等于0,并不是一定能办到的. 

证明任取 a ，乏 N . 据 N 的定义，必有正整数 w，n 使 
a m =0, V=0 .但是， 

(a~by fn =a' tr, + (tn + n)a m "' , -'b +■■■ 

+ (m + n)ab ,n * n - [ +b mt \ 

等式右端每加项中，或者 o 的方次超过 m 或者6的方次超过„，从 
而每个加项均为0,即 

( a - b) mtn = 0 , 

据 N 的定义, a—6G/V. 

任取 aGN, 厂6尺.设《°’=0,那么 
(ray = r"a m =0 ， 

从而知道 raGN . 

所以， W 是 R 的理想. 

进一步，设 a + W 是咖 的一个幂零元，设有正整数 w 使 
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( a + N )'" = N . 

由 i ?// V 乘法定义，可得/ G / V . 这说明是环 i ? 的一个幂零 
元，对于这个/又必有^使得 

( a "')" = a m " =0. 

从而 u 乞 N . u + N 就是 /\’/ N 的零元.即，商坏 R / N 不含非零幕 
军元. ■ 

想得到环的具有某种性质的同态像，往往可以把环对环中那 
些破坏此性质的元素生成的理想作商环来得到.这种方法在抽象 
代数学中很有用. 

习题二 

1. 设；>是个索数.给出商环 I /( p 2 ) 的所有极大理想. 

2. 设 D 是个整环，/是 D 的理想， f 关 D . 证明：/为 D 的素理想的免分 
必要条件是 D 的子集 D - /在 D 的乘法之下封闭. 

3. 设环 i ? 有 1, R 的理想且穴 - jVf 的每个元都是 R 的笮位.证 
明： 是 的一 个极大理想. 

4* . 设/是环 i ? 到环 R ' 的满的同态映射.证明：若 P 是 R 的素理想 M 
Ker </) eP , 则 /( P ) 是 R ' 的索 理想； 若 P 是 iT 的素理想，则厂 1 (户 ） 是 R 
的索理想. 

5. 设 R 是个交换的索环,且对每个元素恒有一个由^决定的整 
数 《>1 使得 < i ”= t 证明： R 必为除环. 

§ 3嵌入问题 

环如果有恒等元，那么，其主理想的元素表达起来相当简洁， 
且该环必有极大理想，等等.这些性质给深人讨论环的结构带来极 
大方便. 

环如果是个域，它的乘法就有了一个“逆运算”，这使得很多在 
一般环中无从下手的问题在域中可以顺利解决，例如解各种形式 
的“方程式”. 

给定 一个环，它可能没有恒等元，更可能不是域.那么，这 个环 
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能不能 符成是 某个有 m 等元环的子环，特别是某个域的子环呢？ 
这就是我们要付 i 仑的嵌人问题. 

假如，环 ]? 可以嵌人 ••个 环 K , 即环 R 可以视为 K 的子环， 
那么，研究 K 时就可以利用环 K 的性质， K 可能有恒等元，可能 
为域. 

命题1设 R 是个环，1是整数环.在集合丨 x R 中，规定运 
算，对任意 （ m ,«), U ， M€lx 只， . 

(m . a )^( n , b ) = (m + n,a + b ), . ‘乂 

(m , a ) '3 (7 i ,!')-{ mr , , mb + na + afe )^' '' V " ，: 

# ,0) 是个环， R 同构于它的一个子环. 

证明对于运算拓，我们用代表环 J ； 的零元素时，容易看 
出 ， 糾任意 （ 》»， a ) €■ I X R ， 有 

(?; i , a )±+(0,(9) = ( m ., a ). 

对任意 （ w ，“） ??，元素（-/刀， — 使 
(}>! , a )^ ( m , ~ a ) = ( 0 , d ). 

同时，运算#满足交换律和结合律. 

(1 XR ,#) 是个交换群. 

对于运算 G ), 任取 （ m , U )， U ，6)， U ， c ) GlXfi 都有 

〔（: w ， a )®(«，6〉〕 G)(U 

= ( m /! , 十 "《 .1 ub ) Q(k , c ) 

— (nmk . hmb + kna + kab + mnc + mbc + nac + abc ) 

=(m , a ) C{)(nk , kb + nc + be ) 

=(»t ,a )©[(n, 6) 0(/fe, c)], 

即 ® 满足结合律. 

分配律的验证也只是些极简单的演算.所以 ,( lxi ?,#,©) 
是个环，且<1,0)是恒等元. _ . 

现在，■令妒 ifl -*(0， u ). 则 p 是到 Ixi ? 的一 个映射，还 
是个环的同态映射.记 IXR 的7环 

R = Img( p) = j ( ^ . «) 6 rx i? I TO = 01 , 
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由 ? 是单射，故 $ 屉 /? 到犮的同构映射 • 

也就足说•环 （IX R ,^ ,0) 含一 - f - 环及，异同构于 K . I 
注意，当 i? 本身有恒等元 e 时，上述嵌人仍可照样迸行，一般 
来说 (U + 是 （ IXK ，# ，®)的恒等元. 

推论任意交换环 i ? 必同构于一个有1的交换环的子环 • I 
命题2恃征数为，；的环恒同构于 一 t 恃征数为，：的有1环 
的子环. 

证明当7;=0时，命题〖中所构造的环 （ ixi ?， 扫 ，( D ) 的特 
征数也是 0. 

当环 R 特征数关0时，仿上命题 I 的证明，在集合上 

定义 

(i ' , a ) ft (_)" .6) = ((* + j ' , fl ^ , 

( i' , a)® (; ' , ib + ja + ab). 

则 （ I , XR , 仁， Q ) 也构成环. 

在验证各种 条件則 ，只要注意 k 特征数为《，则对住意尺 
都有= 0. 

元素（厂 ，0) 是 （ I ,, X JM ®) 的恒等元.该环之特征数亦 
为，， . 

环 k 同构于 a xj ?，# ,©) 的子环. 

只二 i 〈厂 ,«) ei , xfijr - o ' I , I 

定理 1 设 i ? 是个交换的无零因子环.那么必同构干某 
个域的一个子环. 

证明当尺只含一个元素即零元时， r 可视为任何域的子环 
10;的同构像. 

以下不妨设 J ? 至少舍两个元素，用英文字母…表示 
它的元素.尺,,代表 i ? 之所有非零元的集合，札当然不是空集. 

下面我们做一个域来满足定理的各项要求. 

第一步 在集合 R X i ? 0 上定义一个关系，说 （ fl ， ㈠ 〜 
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(，， 〆 ）， 如果 W .这是一个等价关系.因为 

(1) 对任意 （ cz ，6)6 K x /? 0 ，由 ab = ab i fX \ 

( a , b ) — { ayb ), 

(2) 如果 （ rt ， />) 〜 （ a ，^ ) ，则 a 6' = ，故又得 

(a' ,O f ) — (a ， 6 )， 

(3〉 如果 （ n ， A) 〜 （r 〜 （ t »，/) 即 

ud - cb , r /= ed , 

于是 ，afd = adf = cbj = bcf = bed = eM , 但只 无非零的零因子， 
消* 律成立，即得到 a /= eb(m 关 0) .故 U 』）~ U ，/). 

第二步用等价关系〜将集合分成等价类，用 

If ! 

代表元素 U , fi ) 所在的等价类 RX _ R a 在等价关 系〜之 下的商 
集，记为 Q,BP 

HltM 外 … I- 

第三步在 Q 上定义运算对，对任意 

规定 

首先，因为 b , d € R 0 , U 不为 0, K 不含非零零因子，故 
bdy ^ O , (aJ + c 6 ， W )€ i ? X _ R U •从而 

I ad + cb 1 
\~ bd ~\ ■: 

是 Q 中确定元素. 

其次，应当注意，上面规定，表面上与等价类的代表元素选择 
有关系，涉及到定义的合理性间题.设 
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那么，有 = 〆 /，和 oi ' = c W . 从而 

uf/dd' - a r Md\ cd’bb’ — c dbb ’ ， 

{ad + bc ) b(f = ( a ’ d ' + b ' c ) bd \ 

也就 + be ， M) 〜 [ci’d’ + b e', f/d ) , SP 
I ad ••- be ) i 〆(/’ + 6 V t 
i 、飞厂 r i by t * 

运算 4 的定义是合理的，称#为 Q 上的加法. 

第四步验证 （ Q ，#) 是个夂换群. 

( L ) 任取 a ， A ， r f i ? ， b ， d ， f & Ra 都有， 

_ j adf + bcf + Me I 

~ r Mf —— \ 

_ I adf -+ bef + b de I 

_ I bdf \ 

即满足结合律.交換律是显然成立的. 

(2) 取6€仏，则 

\j\^\=\7^\j\ = Wr\M- 

即 Q 有加法零元.可用任意 (04) 代表之，记为 0 P . 

(3) 对任意 有 

| 爹 | 叫子 H 盖 I 嗎 ■ 

所以， （ q ,#) 是个交換群. 

第五步在 Qh 定义运算©，对任意 
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规定 


首先， ( uc ， bc !) 令意 X . 

其次，若 

U ! = U ：! |.£.| = |£：| 

\b \ ~ \b^ \' U i W. 丨， 

则山 cth’ = a b ， cd’ = c ’c/ 推出说6 W = ti V . 从而 




即定义是合理的.称 G 为 Q 上乘法. 

第六步 （ HQ) 是个环. 

(1) Q 的乘法满足结合汴和交换律. 

(2) 对任意 a , c , e ^: R , b ， J，/G R 0 ，有 


I 略 

IWh 


If!® 



I acf + ade I 

r! bdf-\ 


_ b( caf . 卜 ade ) 

b ( bdf) 


由于 6 參0,可推出上两式之右端相等 .Q 满足分配律. 
第七步 （ Q，#，©) 是个域. 


(1) 任取 UGjR ( i ，W = 即 

(b,b)~U,d), | = | 引 

而且，对任意 i? , /G J?,, 冇 



K 有恒等元，可用任意 (6, 6〉作代表，记为 l s . , 

(2) 我们在讨论加法时已经知道，任取元素 i>40, （0，&)所 
在等价类 
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就是 Q 的零元.任取 Q 的非零元 

必有 p 弇 0. 从而有 


j;|©j/ : l = ! ； /h is 

即毎个非零元均有逆. 


第八步建立一个从尺到 q 的单的环同态映射. 

苜先，取定尺，那么，对任意都有 （ r 6 )d = ( W ) 
也就是 


令 




< f -. r 一 j ^ | ,任取 

得到 R 到 y 的一个映射. 

其次，对任意 r ,.、+€ R , 有 


(•> I rsb I 
= | rbsb \ 

_ ' ~UT \ 

( /； ! U U t 

= cp(r)(£)<p(s) 

同时，还有 

<p(r + s) 

_) (厂+ •、.) /乂) ； 


( cp 的定义） 

(6 尹0,取4、间代表元） 

( Q 中©的定义） 

(< p 的定义 

(?的定义） 

( Q 中元可选不同代表元） 
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穿卜 If 丨 （Q 中加法#的 定义） 

= ( p { r ) ^ tp ( s ). (p 的定义） 

这说明$是同态映射. 

最后，假设 9^)-0== ，即 

I 管卜 UI ， 

从而 （4)6 =0.但 A 尹0,故 ,v=0. Ker( 9 >)= {0| ,沪 为单射 • 

综合之， J? 在 P 之下 N 构于域 Q 的子环 Img(p)- 
定理全部证完. I 

定理1的证明是构造性的，读者应先大致掌握构造与证明的 
大的步骤，心里必须明白，这一步中应该做些什么事.有些非常容 
易说明的道理，你可以不仔细说，但要明白，这是应该说的，只不过 
是省略掉了. 

例 1 取定理 1 中尺为整数环 1， 元素记为 ，…. 得到域 



我们记有理数环 Q 的元素为 mhi,kil 等等. 

令 

可以证明定义是合理的，即与 Q： 中元素代表的选择无关.设 

IfHS ， 一 

那么，在有理数环中， w/« = w7«'. 

同时，对任意整数 m ' k ' l , 当 n ^ O , i 尹0时 
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(Qr 中©的定义） 



= >?ikl( nl ) 

= (” i/n )-(kl l), 



— (nil + kn )/(，"） 
=min + kll. 


{ tp 的定义） 
(有理数乘法） 


( Q , 中#的定义） 

( P 的定义） 

(有理数加法） 


所以，是 ( i 到 Q 的环冋态映射. 
又，由 


^ | | ~ j | = min =06 Q ' 

知必有 m = 0, 即 

i m i I 0 ) n 

i^r ki =0 - 

也就是 Kerfp ) = \ 0 4 \. cp 为单射 . P 为满射则是显然的事情. 
这说明认同构于有理数环 Q . 

如果，取定理 I 中的为偶数环 E , Q 为认 .同样可以证明， 
对任意偶数，《/0,规定 



是 Qf . 到 Q 的环同态映射，而且是个单射. 

任取一有理数 A //， 有 

0(||| } 卜2々/(2/)=是". 

这说明0也是个满射,从而它是个同构映射 . Q e 也同构于有理数 
域 Q . 

例题1设是个无零因子环，且至少含两个元素 . Q 是按 
定理1办法构造出来的域 Q . 那么，任意域只要则 F 
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必含一于域 Q ' 同构于 O . 

证明因为 F 是个域，任取 640 ,则有 6 _ I € F , 
从而在 F 中是确定的元素.规定，对任意 b^Ro, 

Hf 卜 

即得 Q 到 F 的映射.容易验证它是个同态映射，且不是零映射 . P 
是 Q 到 Img ( p ) 的同构映射 ， Img ( 9 J ) 是 F 的子域. | 

这个例题说明， i ? 如果能嵌人到某域 F , 那么 F 必含一同构 
于 Q 的子域.也可以说， Q 是 i ； 可以嵌人的域的最小者(当然臬同 
构意义 T 讲的）.从这种意义上说， Q 是由 J ； 完全确定的.人们称 
用这种方法构造出来的这个域 0 ( 以及它的各同构像）为环只的 
分式域或商域. 

从代数学的观点看，同构的群、同构的环、同构的向量空间的 
代数结构完全相同，有时索性把同构的代数系统看成是同一个东 
西.但是，初学者应该清醒地注意到这些区别. 

我们约定，给定一个可交换的无零因子环 R , 它的分式环就 

是 

Q- | 外 ， r 叫 . 

其运算是 


a . c _ad + be a ‘ c _ ac 
b d bd * b d bcl' 

且把 Q 中元 j 就记为 U 丨.这样一来，就把 Q 的子环 

只 ’= I {y j [ 

与环 R 等同起来， J ； 就成了 Q 的一个子环. 

命翅3设 R 兰它们是可交换的无零因子环， Q 和 Q ' 分 
别是它们的分式环,那么， Q 兰 
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证明 设 P 是到的环同构映射.令 

叫 a , b ^ R , b ^ O . 

首先，当&关0时， p 为同构 4O) 关0,从而 

I .£>!«) 1 

I 9=(*) i 

有意义，是 J ?’ 中确定的元素. 

其次,要说明定义是合理的.若 

If r 1^1' (,d=bc ' 

则 < p ( a ) < p ( d ) = < p ( l )、 ， K f ( b )^ 0 , p(cO 矣 0 •故 

( <p(a) I = I <p{c) j 

\<p{b)\ I cp(d) I' 

再次，读者自己可 以证明 

儋卜關 -(IflHIil). 

%ftl 别 HlflHIfl). 

最后，可以证明0是个 Q 到 Q' 的双射.事实上，若 

鼐 Hfl ， 

则必有 = ovo ) = o ’. 而 P 是单射，故必有 a ;[|，这说明 
|f | 是0的零元为单射.对任意 

f ^ Q . a , b '^ zR ' , b '7^0, 

因 p 是满射，必有使 < p { a ) = a ' , 9 > 0 ) = V 且 6 关 0 于 
是 



这说明0是埔射. 
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综合之，有 Q = Q '. 


习题三 


I 


1. 设 R 是个环.证 明： 对任意 r £ R , 如果有尺使得且 r + s 
+ n = 0, 则 j 是由/•唯 一确 定的. 

2. 如果环 R 是个域，那么只的分式域必同构于 R . 

3. 设 = + ，求它的分式域. 

§4交换环上的多項式 

这一节要讨论的多项式环是一类极重要的有单位元的交換 
环■之所以说它“重要”是因为，一方面它在数学史上占有显赫地 
位，另一方面它在解各类方程问题乃至其他学科中有广泛用途. 

在初等数学和《数学分析》中，多项式是以函数面目出现的.函 
数 

f{x)-u n 3： n 十 …+ «„-丨工 + “ 》， a, 6R 

中的 I 称为自变量或未知元，等等. 

这里要讨论的多项式不限于以数为系数者.采用“代数方法’’ 
定义. 

定义1设 （ S ，+ ,*) 是个有1的交换环.每个形如下面的表 

达式 

f(x) = a 0 t a , x a 2 x 2 + + a„x ", 

(其中 《 为非负整数，，…，…， & GS ) 均称为是环 S 上的一个 
关于: T 的多项式. 

a t x 称为是多项式 /(. r ) 的;_次项， a ; 称为 /'(X ) 的/次项系 
数，当 a ; AS 中的零元时，表达式中之丨次项可以不写称为 

常数项. 

两个多项式说是相等的，当而且仅当，它们的每个同次项系数 
均相同. 
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环 S 上所有关于 i 的多项式构成的集合记为 S [ r ]. 

可以把 /(. r ) 简记为 /. 

例 J 5 + 6 义+ ( - y )- r 3 +4.^ 是有理数域 Q 上 关于文 的一 
个多项式. 

例2 1* +4 # a - 2 + r . i ' ； 是环1_,上的一个多项式. 

在上述这个文字很多的定义中，关于何谓两个多项式相等的 
定义至关重要，不 PJ 忽视. 

例3实数域上多项式 

/(. r ) = 2. t 2 + 2 + V 6- r -'+0 Jl . 4 , 

^(. r ) = 0. r J +^ r 62- 2 + 2x 2 + Ojr-t 2, 
/ i (. r )= v 6. r /'+2 a - 2 >2 

是同一个多项式，因为它们每次项的系数均相 | sj , 系数为 0 的项可 
以不写. 

读者切不可自作主张用其他办法来衡量两个多项式是否相 
等.尤其不可用分析的办法认为“两个多项式相等，当而且仅.当，它 
们是相同的函数”. ' 

例 4在有1的交换环上，多项式 

/( x ) = r x 4 + r J； , 

g (. r )- l ' j ： 2 + 1* x , 

A ( x ) — 0 * ,r + 0 * , 

是两两不同的多项式.尽管作为“函数”，冇 

/( o ')- 0 - , /( r )= ir , 
ff ( o ' J = o ', ff (r )= o *, 
h(cn=o - ， a ( i *) = o -, 

也就是说，即使它们“处处相等”,也绝不可认为 

那么，本课程所定义的多项式概念与“传统 意义” 不是 发生予 
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盾了吗？后面将说明，在数域上，“代数的”定义和“分析的”定义是 
一致的，新引进的多项式概念是原来已经知道的多项式概念的推 


定义2设 S 是个有1的交换环.如果多项式 
f(x) = a 0 + a,x + ■■■ + a„x", 
g(x) =d„ + A,x + ••• + b m .x M , 

其中.那么，规定多项式 

(«0 +〜）+ (〜 +6,)0 ： (a„ + b „) x " +6„”0：" +1 + ■■■ + b „ t x K 
为 JW 与 的和，记为 /(. r ) + g ( x ). 

规定多项式 

如知 + (q + …+ a, 1 b„,x m + " 

为 / U ) 与 gU ) 的乘积，记为 fU ) gU ). 

例 5 在 I 上， 

(6 + 3 文 + 5/)+〔（—3) + . r 2 + (—2>2〕= 3 + 3.7： + 6_ i - 2 + (-2)_ r 3 , 
(3 + 7_ r 3 ) + ( - 3) + 1工 2 = lx 2 + 7? ， 

{l + lj ： )Cl+-(-l)x] = l+ C- l)a： 2 . 

例 € 在 Ie 上 

(l*x+2*x 2 ) + (r +4*.r 2 ) = r +r.r, 

(l'-r + 2' o ： z )C3"^ 3 ) = 3-x 3 . 

定理 1 设 S 是个有 1 的交换环，那么， S [ i ] 在上面规定的 
多项式的加法和乘法之下作成一个有1的交换环. 

证明 S [_ r ] 关于加法满足结合律和交换律的验证是很容易 
的.多项式 

0 = 0 + Ox* = 0 + Oj: + …+ Ox" = * •• 

就是 （S[o：]，+ ,♦〉的加法零元素，通称零多项式. 

对于 /( 工 ） =+ a !: + . ••十，多项式 

g(x) = ( - a 0 ) + ( - a, )x + ••• + ( - aja ; 0 
恰为 / U ) 的负元素. 
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关于分配律和乘法交换律的验证也是比较容易的.现在来验 
证乘法结合律.设 

/(x) = « 0 + a,x + ••- + a „ x " , 
g(.t) = b 0 + iVj : + …+ b m x m , 

A (J:) = + c I j ： 十 …+ c p x p , 

/(x)g ( 乂 .）= d (i + a: + … + d t x l , 

g ( x ) h ( a -) = e v ) e, x + - •- e , a :. 

按定义，要证明 〔/UkUMU-h/UMgUhU)〕』、 
要而且只要验证它们同次项的系数相同. 

多项式 〔/UOgU)；U(.r) 之第；项的系数是 

d<,C { + … I d,C 0 = 2 , (1) 

而每个4乃是 /U)g(.r) 之第_7项系数， i 

d , = + ■■■ + aA = 2 a A- f - (2) 

将⑵代人⑴，得 r "° 

2 2 ajyj -. c .- j . (3) 

j = i ) / 

实际上，它就是 a u ,6„ 和 t „. 的所有脚码之和为 { 的积化 lb 之 
和，即 （3) 等于 


2 “ a 。 ( 4 ) 

U+f ♦lt , = J 

多项式 /(WUUMUO〕 之第 i 项的系数是 

- (5) 

9 =i) 

而 q ，从而可算出 （5) 等于 

i <4 

S a t-q^s c /r~s ' (6) 

7*0 j =0 

它也恰好是取尽3个脚码之和为纟之各种 PJ * 能的 和〜的 
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积再做的和.所以 ，（6) 和 (4) 是一致的. . 

多项式 ix = 0+ l-r + …+0.沪就是 S [ x ] 的恒等元. 

S [. r ] 在+和•之下是个有1的交换环. I 

定义3环 （ S [. c ], + ,■) 称为环 S 上关于 . C 的多项式环. 
定义4多项式 

/(-r) = o c + 卜 7 : + --. 十 ■ 卜 ..I a m x' n 
中，如果 t 式0, 而〜 + , =-- = Um =0,则说 / U ) 的次数为 M , 
记为 


deg /( .r ) = n . 

零多项式的次数用符弓 - ⑺來记.这样，每个多项式都有次数 
了.为说话方便，还规定对任意非负整数 H ， 

— 00 < K , (― oo) •(-( — rx>) = —OO, — CO + ,； = — oo. 

命题 1 对任意 /(x )， g (_ r ) $• S [ x ] ，恒有 

deg[/(^ ) + g-(j-max)deg/(x) ,deg«-(^)f, 
deg 〔 /(x) 尺 (j-) Xdeg /(.r)+deg g{x), 

其中 maxU «， M 代表两数 m , n 之最大者. 

证明设 


/( a -) = «o + U|X + ••• + a „. r ", 

(7) 

g ( x ) = b 0 + b l x - t --- + f , m . z m . 

当它们有一个为零多项式时，命题显然是对的.现假定/(^)和 
g ( x ) 均不为零多项式.它们的次数分别为 p 和 g . 

看 /(. r ) + 的； 次项系数.若； 那么 a ； =0, b , - 

0.故 a ; + 6, =0.故 


deg[/(.t) + g{x)X,p,q. 

再看 / U ) ff (. c ) 的 j 次项系数•若+ g , 那么，对任意 
，必有？>/> 或 j - r > ?.故 


S 


aj ) j. t — 0. 


316 





从而 degC/(J )^(.2 + q. I 

推论 当 S 是整环时， [: r] 亦为整环. I 

事实上，若 /U),〆.,;） 均不为零多项式，设在 （7) 中，〜#0, 
«, =0,对所有/>/<; 6^0. 6, =0,对所有） >g .于是 

S a < h > 

中只有其余各项均 i ; o / 也就是说， / U > gU ) 的第/> + 
< f 项“八 不为0 . 

命题2设 W 是个有丨的交换环， Rb .‘] 是 R 上关于 I 的多 
项式环.那么，取定 u^r m , 

ip : a,, a t x f- I a H .r"~*aQ + a t u + ' '■+ a„u" 

是环及 u ] 到 R 的环同态映射. 

证明显然，映射 f 的定义是合理的，多项式的表达式中差 
若千个以0为系数的项不影响对应的结果. 

任取 /( d , g (. r >€ ii ； U ], 如(7>.有 
(pif(x) + gix)) 

= y 〔( a 0 +* 0 ) + (^5 + …〕 、 （ R [ x ] 的加法） 

= (“o + *0) + (A + 6, )« + … （ 9 的定义） 

= (“ci + A « + … + fe m ^) (K 中的加法） 

= (pifix)) + <p[g(r))^ (<p 的定义） 

(pif(x)g(x)) 

= ficobii + ia^bx + 〜 6 0 )之 + …〕 （ R[*r] 的乘积） 

= a 0 6 0 + (a 0 6j + (3 】 6 0 )« 十 … ^a n b„ t u m * n (<p 的定义） 

= («(! + *•• + a”u” ） (b 0 + …+ b m u m ) (R 的乘积） 

= <pif(x)'}<pig(x)) t (<p 的定义） 

所以 ， y 是 J ? U ] 到尺的环同态. | 

我们记 

9>[/(x)] = a 0 + a, « + u n u n = f(u). 
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命题 2 证明了 


(f + g)(u)= f(u) + g(u) , 

(fg)(u) = f(u)g(u). 

定义 S 设 S 是有 1 交换环， /(. r )6 S [_ c ]. 说元素； "6 S 是 
多项式 /(* r ) 的一个根，如果 / Cr ) =0. 也可以说 r 满足多项式 

例如，丨是有理数域上多项式 

/U) = li. 2 + (- 1 ) 

的一个根，-丨也是该多项式的根. 

环1 3 ©1 3 上的2次多项式 

容(丄 > = (r ,Dx 2 + (2*,2") 

有4个根，它们是 

(r,r),(r,2-),(2M-),(2',2-). 

下面，我们来讨论这样一个问题，设 S 是环 R 的一个子环， 
问， R 中由集合 

SU I r ) 

生成的子环 〈 SUtrl 〉 是什么样子. 

注意，有1环的子环未必有1，如杲子环有恒等元，也未必与 
大环的恒等元一致. 

例如,偶数环 E 和整数环 I 的外直和芯 ㊉ 丨中， £：@ J 无恒等 
元，但它的子环 i = Uo ,«) UGii 有恒等元. 

I 有恒等元，而其子环£元恒等元. 

1©1 有恒等元 （1,1), 子环 

1= l (0， n )| «61| 

亦有恒等元(0,1)，但二者并不相等. 

注意这点以后，就可以证明下面的 

命理3设 R 是个有1的交换环， S 是 J ； 的子环且有（自己 
的)恒等元 ， r € R . 如果 r 不是 SU ] 中任何非零多项式的根，那么 
< SUIr |>^ S [^][. 
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证明建立映射 ？5 : /(. r )—/( r ), 这是 S [. r ] 到 i ? 的映射. 

若 /( x )6 S[_r 1,设 

f ( x ) = a 0 + «,x + •••+ a „ x ", a , €■ S , 

那么，由于 〈 SUIW 〉 是含 S 又含 r 的子环，故 

/(r) = a 0 + ?• + ••• + a„/-"6(SU M>. 

也就是说 Img( <p)^(S U 丨 ?• i 〉 . 

另一方面，〖呢(>)是一个环的同态像，它本身是个环,也就是 
说 Img (9>) 是 R 的子环.而且 S 中每个元 s 就是一个关于 cc 的常 
数多项式，记 AU )= S ，则[(/■卜心从而^纟啤…乂也就是 
SQTmg(9?). 

再看多项式 i ( x ) = lx , 4 f(r) = lr = r 知 r 6 lmg ( y >). 

所以，尺的子环 Img( P ) 既包含 S 又包含了元素 r. 从而 

(SU lr|)dmg(y).3M 〈 SUiH〉= ln^(p). 

研究 Ker (少）.如果 /( x ) GS [ x ] 使 P 〔/ U )〕= 0, 即 /( r ) = 
0.但， r ■不是任何 S 上非零多项式的根.故 /(: c ) 只能是零多项式， 
也就是 S [ x ] 的零元素，即 Ker ( 95 )=| Oi . 

由环同态基本定理，得 

S[^J/Ker(to)^S[a ： ]^Img(y>) = {SU|r|). | 

命题3告诉我们，多项式的定义虽然有些抽象,但它代表的东 
西还是相当具体的， SU ] 实际上是在环 S 上又添上了另外-个 
元索所得到的一个新的比较大的环.不过新添的元素与 S 关系相 
当“疏远' 

例如，在实数域 R 中，自然对数底 e 和圆周率； r 都是所谓超 
越数，人们已经证明，它们都不是任何非零有理多项式的根_所以 

i[^]=au{ei>^<iuu}). 

而实数乃与整数环 I 的关系就不那么“疏远”，它满足非零整 
系数多项式 


1工 2 + ( -2), 
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之结构又当别论. 

本书后面，常把多项式中的系数1省去不记， （- a ：)/ 直接记 
为 - or ‘. 例扣 lx 2 + ( -2； = . r 2 -2. 

下面，我们对域 F 上的多项式环 F [ r ] 做进一步寸论. 

命题 4设 F 是个域， /(. r ), g U _)6 FU ] •那么 
deg [/( x ) g ( x )] = deg ./( x ) + deg g -( x ). 

这是命题 1 推论证明中的特殊情形. | 

定义6设 D 是个整环，多项式 

/(.r) =«„ + «, j; H - 1- a r x r +- 1- a„x' , a, € D, 

中， 《 r ^ O ， JL 当时冇 4 = 0 ,即 deg /= r ，则说 a , 是 / U ) 的 
首系数. 

多项式也可以采用所谓降幂排列法，例如上面给定的多项式 
/ U ：) 也可 U 写成 

/(.t) = a,x r + - f- a,x + a n - 

命题 5设 D 是个整环 ./ U )6 D [ x ], gU .) 是 D [_ r ] 中首 
系数为1的多项式那么，必有 r (. r )€" D 「 x ] 使 

fix )- g (. r ) y (. r ) -4 - r (.?•), deg r ( a ：) < dc ^ g(x). 

证明 如果我们已经有 deg / (_ r ) < deg g 只要取 
g ( x ) = 0, .(：1：) = /(，），就有 

/( r) -Og-(.c) I- fix), deg/(x)<deg g(x). 

现假定 

/(•i) = a„,x"' <-■■■ + a t x+ a a , a,„ ^-0, 
g (' z ') = a ." + … + b,.x + b 0 , 
c /= m - n >0 -对用数学归纳法. 

当 d = 0 时， 

f{x) = g{x)a„ + -Sd〉/- 1 + ..•+ U 0 - 6 0 aJ 〕， 

符合命题要求. 

现在假定,命题对满足 deg /(： c ) - deg g ( x ) < rf 的 /(.r ) 都是 
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对的，令 


显然 ， deg /i ( 、 r) < 77i - 1 .当 deg /i (a;) < n a 才 ，命题真确；当 
deg h ( j-)^« 时，有 

deg h ( x ) - deg g(j ： )<d. 

由归纳法假定，应有使 

h (,r ) - ^(.r)fy(.r) + r(.r), deg r (x ) < deg g( x ). 

也就是 

/( r )= g(x)q(.v) + r ( .r ) , 
f(x) = g(x)iq(x) + a m x m - K ) + r(x), 


而 iL deg r (.7:) < deg g ( r ). 

命题得 fit. I 

定理 2 设 F 是个域.那么，对任意/(^：),君（1)白厂[工], P 
要片（..,)#0,必有 9 U)，rU)eFU] 使得 

/(+•!.) = g(x)(j(.i ) f r(x), deg r(j.)<deg g ( x ). ( » ) 

其中 degrUKdeggU) 包括了 = 0 或 rU) 次数小于 

g(.r) 次数两情形. 

进一步，满足 （* ) 的 (7U) 和 K_r) 是由 /(x) 完全决定的. 

证明设 

^•(.r) = /). 1 x" +- f b,a: + b 0 , b„^0. 

由于 F 是个域 .匕乒 0 则必有逆.看多项式 

〆 （,r) = 〜 _l g(,r) 二 X" + …+ 乂 1 〜， 

它的首项系数为1，由命题5,必有 gUhrUWFU] 使 
/(jr) = y'(a ： )g-*(^) + r(.r), deg ( 工） <degg* (j:), 

而 deg〆（z> = deg g(x), 故有 

/( 工） = 名 (_x)l >；； V ( 工 )〕 + r (:)， deg r(x)<degg(x). 
U), 即有 

f(.r ) = g-(.r)q(x) + r(x), deg r{ j)< deg g(x). 
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进一步，设 又有心 U )， nU ) 使 
f(.-r.) = g(x)qt(x) + r,(x), deg r, (x)<deg g(.r). ( * * ) 

将（*)和（* *) 两端分别相减，得 

^( x )( Q (- r )-^ i (.7：))= r |( x )- r ( x ). 

比较其两端多项式的次数，若 gU )-? 〆 ：!：） 不是零多项式，则 
deg g (_ rXdeg ( r , ( o -) - r ( x ))^ max|deg r, (a:),des r(x) \, 
矛盾. 

所以， …（:^-“上）：!), 进而 r ,( x )- r (: c )=0, 即 

y (- T ) = <7i (. r 〉 ， r ( x 〉 = r i (i 〉. I 

命题 5 和定理 1 的证明写出 来要说很多话，表而上相当复杂. 
而实际上，它们是初等数学中数域上的多项式带佘除法 (或 称长除 
法） 的推广，理解起来并不难. 

例如，在有理数域 Q 上，取 

/( or ) = . r 3 + x + 1, g{x) = x — 2. 

用 g (：0 去除 / U ) 的步骤是 

x 2 +2 x +5 
x-2 [? +x + l 

x 3 ~ Zx 1 _ 

2 上 2 + x 

2、 r 2 - 4 x 

5 ：r 十 1 
5 x -10 
11 


得 


g(x) — x 2 I 2.v ^ 5, r(x ) = 1L, 

(x 3 + x + l) = ( 上 … 2)(x 2 +2x+5) + 11. 

定理 3 设 F 是个域.那么，环 F[:r] 的每个理想都是一个主 
理想. 

证明 设/是 F [ x ] 的一个理想. 
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如果/=|0|，那么/ 就 是元素0生成的主理想. 

如果/式!01 ， 设 kU ) 是 f 中所有非零多项式中次数最低者 
之一.可以断言 g (. r ) 生成的主理想 （ gG )) 恰好等于理想 I . 
一方面放 （ gU )) G 7. 

另一方面，任取 f (. r }€ I . 据定理1，必有 q ( a ), r ( r)eF 

「. r ] 使得 

/(.r) = g-{.r)y(>7：) + r (./：) , deg / (i)<degg-(a ). 

又 /(了 ^( J ：) 6 / , ^"(.r (■!')€• J ， 故 r(.r )€• f . 

ffl 足 ， g (. r ) 是 f 里所有非零多项式中具有最低次数者. 
deg r(.r )<+ gg (. t ) 导致 r(:r ) 必须为零多项式.从而 

这说明 

总之，有 XkO )). | 

例题1设 F 是个域， / U ) G 尸 [^]， c GF . 那么，必冇 
9 (.：(•)€• fix ] 使得 /(. r ) = ( j (, r)(x - c ) + /( c ). 

证明用多项式 1 - c 除 /(. t :) ， 由于 deg ( x — c ) = 1 ， 必有 
q (： c ), r ( x)(z FU ]， 使 

/(. r ) = < 7 (. r )(. r - c ) + r ( x ), 次数 r (. r )< l . 

从而 rU _) 或为0或为零次多项式（即非零的常数多项式）.设 
rGHaGF ， 则 

f ( j ：) = q ( x)(x ~ c ) + a . 

上式之两端均用 c 代人，有 

f(c) = q(c)(c ~ c) + a = a , 

也就是 /(■>：) = q(x)(x ~ c) + f(c). I 

举个具体的例子 .数域 1 5 上，设 

/( x ) = 2"^ 4 + 1-^+3 - . 

那么，/(2’）=2‘ -r +2’ +3' =2* .做除法 
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2* x i + 4' ,r~ + 3 * x 

vx-r 

2.工 4 -4..1 3 


4.'r 3 

4' x 2 -r x 2 

3 * j: 2 + 1 * .r 
3* x 2 - r ^ 


2' x + y 
2-x~4' 

7. 


所得之余数也是 r . 

命题 6 设 F 是个域， / U ) GFU ], 

的根，当而且仅当 x - a 整除/( X ). 

证明若工能整除/(』.），有 g ( x ) eF [ x ] 使 
/( a -) = g (- r )( j ：*< i ), 

那么, /( a ) = ff ( a )( a - u ) = 0, « 是/( I )的一 个根. 

反之，若 a 是 /( i ) 的一个根，做除法 

/(-r) =g(jr)(x~a) + r , 

因为 a :- a 是一次多项式，故 r 为0次或 - co 次，即 r = 0 或 r 为 
F 中非0元素•将 a 代入除式，得 

r + g(a)(a a)= f(a)=0. 

故知 r =0, /( x ) = 丑(:，也 就是： r _ a 能够整除/| 
命理 7 设 /(x) 是域 F 上的 n 次多项式， „>1 .那么， _F 中 
至多有《个不同的元素是/( X )的根. 

证明设〜……云厂两两不同义们都是八:^的根. 
首先， a | 是 / Car ) 的根，据命题6,应有 
f(x) = (x-a i )g{ x ). 

将 o 2 代人/(2>,因〜是它的一个根，故有 

0 = /(a 2 ) = (a2 - a,)g(a 3 ), 

而 <^# a 2 ，从而必有 g ( a 2 ) =0. 
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丁是 ，由 U 2 为片 （. r ) 的根推知 
f>(.r.) = (.r - (.r), ) (x) = ( x - ~ a 2 ) h(x) ■ 

这样不断做下去，就有 

f ( s ) ~ \.t ~ - « 2 )•••(.?. ~ a ,) k ( j ：). 

由 T -( x- til ) 的次数 f 不能大于"，即得结论 .I 

命题7对于数域上成立是女家早就知道的了，而对一般有1 
可换环此事不真.本节开; 1.- 就阱了上一个二次多项式有4 
个根. 

例题2设 f •是个域，,是 F 中^个 不同的元素； 
而 h ' 為，…， b ,. 是 F 中任意，！个元素.令 

(} : ( r ) -- (.r -«,)••• (.{• - a , , )(.r ~ ~ a n ), 

i = 1,2,'" ,n . 

耶么，显然有 A U ,〉 參 0 .再令 

fU) = SaU ) AC，：)， 

则 / U +) 是域 F 上次数不大的唯一的一个使 
/(“_) = 6, , j \ a 2 ) = b ? , •••, f { a „) = b „ 

的多项式. 

证明由于时，/= 故显然有 
f { u ,) = bi , i = 1,2,…， h . 

如果又有次数不大于 《_1 的多项式 ir (_ r ) 使 
g(a, ) = 6,, i = l , 2, 

那么，多项式 h ( x ) = f ( x ) -真(文）次数亦不大于/! _ 1.但 
h(ai) = /(a,) - g(a t ) = bi - b ( =0, 

说明 A (： r ) 有/ 1 个不同的根.据命题 7, ft (_ r ) 必然是零多项式，即 
/( z )- g (_ r )=0; 也就是 f { x )- g { x ) . | 

例屬3有理数域 Q 上多项式/ X . r > 和 g (: u ) 相等，当而且仅 
当，对任意, 2 云 0 ,有 f ( a )= H { a ). 
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证明若 / U ) = gU ), 那么，对任意 a 6 Q , 当然有 

fill) =fi(a). 

反之，设 / U )- gU ) 的次数为《，若对任意 a 恒有 /(«) = 
gU )， 即 

/(a)~g(a)=0, 

/ U ) - dx ) 有多于 [ 个根，它只能是零多项式，从而得 

,f{x)=g(x). | 

这个例题解决了本节开头提出的问题，我们定义的多项式概 
念，在有理数域、实数域等上面，与《数学分析》多项式函数概念一 
致. 

命题8 SF 是个域， 

fix) =a n + a,x + --' + a„x n , a„^0, 

I 是 /(. r ) 在 FU ] 中生成的主理想.那么，剩余环 F [ x ] Jl 的每个 
元素均可唯一地表成如下形式 . 

( i 。 + + …+ 办，,- 〆 -1 ) + f ，6 0 ， A | … € F ， ( * ) 

而且 

是 F [ x ]" 的子域，它同构于 F . 

证明任取 F [_ x ]/7 的元素 ff U ) + 厂其中用 
/(X) 除之，必有 q(x ) , r (. j :)€- F [ a ; ] , 

g(-r)-/(x)g{x) + r(x), deg r(z)<deg /(^:) = « . 

由于 

g(x)~ r(x)=f(x)q(x)^I, 

故 


g(-z) '*■ I = r(x) + /, 

从而 F[xVl 的充素至少有一种方法表成 （* ) 形式. 
r . 另一方面，如果 

6 0 十 6 ,工 + ." + \—. r ” + f = C() + C| 工 + …+ c ”- iT ，-i + j 

那么， 
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(A u — C+。）+ ( 卜 -c. t )x + … + (6，,-.i - ‘叫 W 1 弓 r 

所以， /(. r ) 要整除一个次数小于 》 的多项式 

(6 0 - c u ) + (6! - c'i ) x - + …+ ( 心-丨 - t„-i )工" - 丨 • 

从而，上面这个多项式必然为 0. 得到 

1 % = ('(!，办 1 = f 丨，…， i >„- 1 = c „- 1 , 

这就证明了唯一性. 

令 < p -. b^b + I 则得到 F 到广 的一个映射.很容易说明这是 
个同构映射. I 

现在，可以回过头来审视一下，多项式 

/(.t) = « 0 +a, + ••• + a„x" 

中这个到底是个什么 东西. 

严格说来，在抽象代数学屮，称其为变元或不变量是不恰当 
的，因为多项式不是在任何环上都能作为“函数”来讨论的. 

称 x 为未知量也不合适，因为，并不是一定要把这个 _r 求出 
来使其为已知的某元. 

实际上，在多项式中关键是它的各个系数 ， l ，_ r , 只 
起标记系数位置的作用.在整个^■论中，究竟是用1还是用 y , 抑 
或是用 A 都是无关紧要的. 

因此，简简单单地称1为“文字”比较恰当.但，有些书沿用初 
等代数语言称为变元或变量，我们不可按宇面理解， 

在代数同构的观点之下，可以完全不出现任何“文字”而照样 
讨论多项式环. 

例理4设 S 是个有1的交换环.考虑 S 上所有（元素）序 
列， 

/= (a 0 .a, ,•••,«„ ,•••), a, 6S, :a„- 2 = …= 0 ， 

的集合 S []. 规定，二序列相等，当而且仅当，它们对应的项均相 
等. 

对任意二序列 
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g = {b v ,b\ ,■■■ S, i = .a = ••• = 0, 

/' = (cl , a 1 ■ a, €• S , a ,,,.., = a„, +2 = … = 0 ， 

规定序列 

(a n + A,,,-", a,„ +f >„, ，…〉 

为 / 与 g •的和，记为/+发规定，序列 

, a , b„ + ■ ,a n b„, + a t b m - x + ... • t-a„b 0 ，…) 

与 / 与 g 的积， RIC 为 /•#. 

那么 ，（S jj , + , ■) 作成 -- 个环，它同构于环 S [ ]. 

证明廷、>：映射^ 

•p-.(ui, .a I ,u„ , ■■■) *■(!,) + a I .r -l - 1- a„x n , 

由于庁列只有有限项不为 0 , 多项式 

a u t- a ] .r +- ^ a„x" 

中以 0 力系数者又可 W 可不写，所以它是由序列 （ an , 

唯一确定的 .P 是 s[] 到环 SU] 的映射. 

不同的序列必至少冇+某对 f.V: 项不同，从而它们对应的多项式 
有菜对应项系数亦不同.这说明 P 是个单射. 

容易说明， F 是个满射，从而 P 是个双射. 

再进一步，据 s[] 的加法和乘法定义可以看出，对■任意 f, g e 
s[]， 还有 

pC/+^)= + 

/'^) = p(/V(ff). 

由第四章§4之例题6知道 S[] 必然是个环而且它同构于多 
项式环 SU]. | 

这个例题说明多项式理论中文宇 _r 可任意选择甚至索性不 
用任何文字，关键是各系数的位置. 

但是，用序列记多项式具体运算起来也有不方便之处，本书仍 
择一文宇记之. 

我们再介绍些多文字多项式知识，它是研究域扩张（第七章） 
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的重要工具. 

定义7设是个有1的交换环.形式表达式 
f(r,y) - a n ^ + a,.„x- + fl,,., > 4 <i 2 .u-r 2 + + UuTjy + 

••• + ci„.«r" + r" ' y+-- a rJ 6 R , 

称为 R 上关于文字』的二元多项式. 

a „ xy 称为 x 的/次 .： y 的」次项，而％称为_! 的/ 次、: y 的_? 
次项系数. 

规定，等于 0 的系数可以不 写出 米；多项式 

= 2 a ^y ' ( 7 ) 

⑻ 

相等.当而 a 仅当.它们对成的系数逐项相同，即 
任意两个多项式. /(. r ,30， gO .'，. v ^(7),(8) A"&*S 

乂(!1,，+ b-,)xy . 

记为 /(- r ,_ y ) 丨名+(.;+，>>);它们的积是2 c 1> . r ， y , 其中 

Q = 2 « A " 

<• <1 ~J 

也就是先做形式积 s 以 然后把“含 i ，>> 个数”完全 
相问的项合起米，即得其积的各系数. 

不难验证， F 上关于文字. t . ， ： y 的所有多项式的集合，在上面 
定义的加法和乘法之下构成一个环，记为 F [ x , y ]. 

注意，对任意 /(.<■ ,. v )€ F 「. t ，; v ] ，表达式 

fix ,y)~ a 0 , n + !, 0 j: + a 0 .i > + •• - + a^xy 1 (•… 

又可以看成是多项式 

ao ^, a U o ^ t ^' , a lf xy 
之和，而又可以看成是多项式 

a t} x , y 
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的乘积,/和 y 是可换的，即 a + y = y ： r ’+. 

现在研究这样 -- 个问 题：设 F 是个域.那么 F 上关于文字 z 
的多项式构成环它是个有1可交换的无零因子环.又可以 
讨论上关于文字 3* 的所有多项式构成的环 F [ x ][; y ], 它的 
元素形如 

^(_ y ) = 十 P\y + •" + PS , 

其中 A , Pi ，…， p 、 j . 那么，环 和环 F [ a ：,： y ] 有关 

系吗？ 

定理 4 设 F 是个域，那么环 F [_ r ] [: v ] 和环 F [ i ,； y ] 同构. 
证明任取 

H ： y) = Po(J:) 十户 I ( 工） 3> + …+ P„{x.)y , 
pi { s ) = a m + a { , .?- + ••• + , t =0,•••,«. 

令它对应 

f(.x,y) = a tK + rt| 0 x + a 0l y + ••• + a 職 x*y ， 

这是 FU ][： y ] 到的一个映射， i 己为 

首先， p 是个满射，对任意/(■^， 3 06只|^，3>],它的各项书 
写顺序是可以任意变动的，现将 /(： r ,： v ) 先按： y 的升幂合并，写 
成 

f(x,y)^ 2 °^ 2 b ^y + … + 2 ■ 

那么， 

^ (( 2 ) + …+ (S c ( 工 ‘)，"）= .f(x,y). 

其次，^显然是个单射. 

再次，对任意 

k(y) = p„(x) + p,(a)y+ ■■■ + p m (x)y n , (9) 

A ( y 〉 = 。。(工） + ( a -)，+ … + 〜(工)/ ， (10) 

很容易验证，有 

f{k(y) + h(y)'] = <p{k{y))-^ <p{h(,y)1. 

因为不管是在 FU ] b ] 中还是在 ftuy ] 中，系数为0的项 
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对以随便添写.故可以把 （9>，（ 10) 中出现的 3 * 的项写到 w 项，同 
时可要求 

pnix) ypiix) ,■■■ ,p„(x) , 
qo(x) 〉，••-, q ra (x) 

的： r 项都写到„次. 

最后，对任意*(7),/ ! (3>)6尸[0：][3/]如（9)和（10),可以验 
证 

^[k(y)h{y))= <p{k(y))^{h (j)〕. 

按定义，只需验证等式两端多项式之; r 的/ 次项、^的 j 次项均相 
同（/，户 0 , 1 , 2 ,…）. 

左端 

(y) =… )9)( 上） + … 9n(x)〕y -I …， 

故 9 ^( y)h ( y )〕 之: l - 的,_ 次、: v 的_/次项系数恰好是 

p 0 ( 工） 1( 立 : ）+ ；>_(.r〉 劣- ,(；!：)+••. + 朽 （；r)g 0 (a：) 

的 f 次项 的系数，记为&.再令， 

P, (t.) = a, () +a, i x J r ■■■ + a t „x" , 
q,(x) = b, 0 +&,_*: + ••• + b t „.r . 

那么 t', v =22 a tp b ^ - 

1-* s ^jfi*q= j 

右端， 

pU(_y)〕= X) o-ip^y - <pih (^)J = 

史 U (> 0 〕 W > 0 〕 的; r 的；次项、: y 的 _/ 次项系数亦为 

〉: a tpbsq . 

所以， 9 是个同构映射. | 

以上事实可轻而易举地在多文字多项式环 FU ,; y ， Z ,...] 中 
得到. 

有了这些记号，对于环的子环的表示也很方便. 

设 S 是环 R 的一个有 1 的可换子环， T 是 R 的一个子集，对 
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5 •上任意一个 W 元多项式 /U, ,X,,,),用了的元素勺，…， r„ 
代进去，就得到 

/(1 1 )6 i ?- 

令 S [丁]表示取尽所冇5 — 元多项式、二元多项式……取 
尽 r 中任意有限个元素代入这迚多项式，得到的 i ? 的元素的集 
合，即 

,S[ 7-] ~ i/f ) i/(.r,)6F[.r, ， …, .r „,] ， 

»/ = L , 2 , •--；; 丨 6 T 丨. 

命题 9 设 K 显个环 ，S 的有1可交换的子环， T 是 J? 

的一个子集.则 SUT 在 R 中牛成的子环怡好是 S[：T]. 

证明先 ffi S[7'] 是个 f 坏.设 

f(u, ， ■- '.a ,,,) , A r ( />1 , ■■■-,*, )&s[ r]. 

，•- •,.r„,)eFLx 1 ,---,x„..], g ( y t ) 6 F[ y,, • , v„ ], 
那么 /(.r,+ g(_yi ， …， _y„ ) 是 F 上 w + m 元多项式， 
/(.z'i ，… ，上 ）g (: yi,y-) 也是 F 上 w + u 元多项式•从而 

/(wi ) y (^ ( )6 s [ r ] , 

/(a, ,-••,6,, )€ S[ T]. 

对了]为 r 的一个子环. 

M 然， SSS[T]，TCTS[rj. 

另一方面， R 的任意了-环 K, 若 SUTSK, 那么，对 S 上任意 
—个 n 元多项式 /U, ，…， .r,,〉 及任取屮 ，…， a „eT, 都必有 
f(a： ，- 

所以 S(T)£K. 

这就说明了 .SI：!'] 是 SUT 在 J? 中生成的子环. | 

实际上，定义交换环 S 上的多项式环 S[：d 时，可以不要求 S 
有恒等元，上述命題对 S 不含恒等元时也可以照搬过去. 

本节最后，我们看域 F 上的《兀多项式环打工^…^^-由 
于 FU,] 是有1可换的无零因子评， f [ a ]U 2 ] 也是有1可换的 
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无；因子环…… . F[.n , jGFr . r , 也是如此. 

于适，由§3知， F [. r ,, ••-, 有分式域.我们哲时记为 
Fi . r , ，…， 到第七章时再赋千它新的记法. 



, )/(-£'] •' 

/.£^ FU -| 1 ， f . 

它的运笄是 



/(， i ，…， 、•^ ) 


' y { u ) fft ^ ek 

丨 

' ^ ( r , ,** 

•，七 J h ( >'[ ，…山 ( x ,，••_，: r w 〉 

/(. Ti 、…， r :. : 

' 忐 （. r , ，‘ 

， J.v ) ,(<!，，•. ，义”)々 (. t'j ， _• _ 〉 


) i | . * * 1 

，/，: ） g ( x t ，…， . r v )/i ( xi ，…， . r „ ). 

与火家熟悉的数域上的行理函数的运算是一致的. 


习题四 

1. 设 RS 个有1的交换环， S 届尺 的子坏，/ MR 的理想.证 明： S[.d 
是 K [. r ] 的子环，/[.，]是 RU ] 的理想. 

2. 设沢 是个有 I 的交換环， K 是多项式环 拓>1 的一个理想.令 

是 K 中某3次多项式之首系数丨. 

证明 = HU iOl 是尺的一个理想. 

3. 在 IcU] 中求 （3 - .r + 2. )(2 - r + 5- ),(•?• , )+ 3' )(4 - r J + 2), 
(x+l*)(a- + 2-),(a+4' )0 + 5 - ). 

4. 在环 I 』 [ x ] 中，1次多项式 2- J -+!" 能不能是中.位？ 

5. 设 F 是个域，/(，）€ FO ], 那么 
(->'-^)是』.-<：在 FU ] 中生成的主理想. 

6. 设 F 是个域，令任意 

f(j') - (7„ + <I,X + ••• + U n x" 

对应多项式 

f(.i ) = a 0 + a,x 2 + ••• + a n x ln , 

证明：环 FU '] 到 F [. r ] 的映射 

J :/— ./.， / e - F [. v ] 


+是环间态映射. 
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7. 设是环尺到环 S 的同恣映射，证明： 

p:“0 + a I ^ + — I - 十 u ( a L )x + ••• + c ( a „) x n 

姓环 /<[;:] 到环 S [ i ] 的同态映身 f , 给出 Ker (^) - 


§ 5素 


域 


这一节，我们对域的子域做初步讨论，为第七章研究域的扩张 
问题做些准备. 

定义1设 （ F ， 十， •） 是个域 . F 的子集 S 称为 （ F ,+ ,0 的子 
域，如果 

(1) (5, +，-)是（^'，，-)的子环， 

(2) ( S , + , + ) 本身是个域. 

命题1设 S 是 f 的一个子环，且至少含2个元素.那么 ， S 
是 f 的子域，当而且仅当 ， s gs , s ^ o 蕴涵 s l es . 其中厂 1 代表 
元素 s 在域 F 中的逆元素. 

证明若 S 是 （ F , +， •） 的子域，那么环 （ S , + , .) 本身是个 
域.设 e 是它的恒等元，对任意>65, 5关0,用: s 代表^在5中的 
逆元.用1代表 F 的恒等元.从而有 e #0, 且 

e = e - e , (在 S 中，也在 F 中〉 

e = l - e , (在 F 中） 

e = l . (在 F 中有消去律） 

这就是说， S 的恒等元就是 F 的恒等元. 

进一步，由 

X 5 = e = 1, ("> 是 .? 在 S 中的逆） 

厂、=1， （厂 1 是 s 在厂中的逆） 

^'='5, (消去非0元 S ) 

即厂 1 就是^在5中的逆，当然有 

反过来，设 （ S , + ,.) 是 （ F , +，■)的一个子环，至少含2个元 
素 . fl . y 关0, 时 s —6 S - 那么我们取 a 尹 0, x € S (这是能办 
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到的，因 S 至少含2个兀素），由假定可知， 6 S . 但 S 是 
( F , ^，•）的子环， S 对 F 的乘法•封闭，故 
1 = , r . i ： 1 G S , 

即 S 含 F 的恒等元1，1是 S 的恒等元. 

又,对任意 .^0, 56 S , 由假定知 s _ l 也是 S 的元素，且 

^■' = 1 , 

s 1 就是 s 在 S 中的逆元 .（$, + ,•) 是个域. | 

推论如果 S 是域 F 的子域，那么它们的恒等元相同. | 

命题2设 F 是个域， r 是 F 的某些子域做成的集合， 
T - I . SJS , 是 F 的子域， 

那么这些子域的交集 s = a g /„ 也是 f ■的子域. 

证明这几乎就是环论中“若干个子环之交集仍为子环”的推 
论（见第四章§2命题4〉.但是，要注意，域必须含两个以上元素. 
因为,对任意 a 6 r ， 都是 F 的子域，它必含有 F 的零元素0 
和恒等元素1，所以，它们的交集 S 也必含有0和1， S 至少含两 
个元素. 

任意 < S ， ；声0,那么 氏 ，对任意《6厂都成立.但 S a 是 
个域，从而 sdGt ， a 6 r . 于是 s - 1 就属于这些 S u 的交集 S . 

S 是 f 的一个子域. I 

定义2设 F 是个域， r 是 F 的一个非空子集， F 的所有包 
含了的子域的交集称为是 T 生成的子域.特别地，由 _ F 的零元素 
0和恒等元素1生成的子域称为 F 的索域. 

例如，在实数域 R 中，所有有理数的集合 Q 所生成的 R 的子 
域就是 Q , 因为 Q 本身是个域，所有包含 Q 的子域(其中也有 Q 〉 
的交就是 Q . 

所有正有理数的集合生成的子域也是 Q . 因为一个子域必含 
有0且含某一正数时必含该数的相反数. 

所有正整数的集合 I 生成的子域也是 Q . 因为一个含丨的子 
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域，首先必含 0 和1,进而要含所有负整数，最后导致它必含每个 
有理数 


f ' “ ，吒 1 ， b 执 


即该子域必含 Q . 

集合|5|在 R 中生成的子域也是 Q . 因为任何含5的子域必有 
(> 和1,减法封闭，它必含 

0- 1^ - 1, 0- 1 - 1 = -2, •••, 

1 + 1 = 2, I I 1 + 1=3, - 
即含所有整数，于是它必包禽所有有埋数. 

集合 WSitf K 中生成的子域必包含所有有理数，从而包含所 
有肜如 

a + I) v J .5 , a , &GQ ( * ) 

的实数.而形如（ * >的任意 W 数之差、之积仍有 （* ) 形式，非零的 
形如 (> ) 的数的倒数仍形如 （* )，它们形成 R 的一个子域，就是 
生成的子域. 

定理 1设 （ F , + ,•)； &个域.那么， F 的素域 P 或者同构于 
有理数域或者同构于，其中/>是个素数. 

证明 为了避免和有理数1,0混淆，将 F 的恒等元和零元分 
别记为€和丨 

由于 P 在减法之下封闭，必有 

e + e-2e€:S, (-2)e~(~e')+(-e)(zS. 

进而对任意 h G I , 批或为 w 个《相加，或为 （- h 〉个 - e 相加 
U <0 时〉，同时 托 P , 故 

tie . fzP ,对任意 n € I . 

建立整数环 I 到 F 的映射 

f . v-^ne , w £-1. 

显然，这是加群 (I, + ) 到 （ F , + )的群同态映射. 

进-•步，对任意，《，”€1，还有 
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f { mn ) = ( mti)e (9? 的定义） 

= m ( ne ) (加群中元素的乘幂） 

= mene (第四章§1命题 3) 

= < p (, rn ) ip <. n ) , (?) 的定义） 

也就是说 p 为丨到 F 的环同态映射. 

映射95的像 lmg(^o)JS F 的子环，映射 y 的核 Ker(p) 是环I 
的理想.在第四章§ 2已经证明了，I的理想必为一主理想，从而 
Kct ( p ) 是由某个非负整数〃，生成的，即 Ker( f ) = <7«)- 
P 是I到 Img( ^ ) ±的满同态，由杯同态基本定理，得 
I/(?/；) = Img(f )• 

当 w=0 时， Img(y) 兰 I. 

当时，因为 | 

i/u 控 i,„ = lo'r， …， U- l).i 
而1/(;«)同构于域 F 的子环，它不能含非零的零因子.而第四章 
§1例题4已指明，1„, +含非零的零 因 -f ,当而且仅当，为素 
数.也就是说川关0时必为素数.据§ 1之例题 1 , 1 „,必为域.此 
时，由 


1 „, =1/( m )??Ker(^) 

知 Ke r (p) 是 F 的一个子域. 

由于 P 是 F 的素域，它是 F 的所有子域的交集，故 
PQImg(95). 

同时, P 作为加法群，它 iMlmgk)， + ) 的子群.由拉格朗曰 
定理 ，P 的元数要整除 Img (^) 的元数但 P 至少含2个元 
素，/*>1，而 w 为素数，所以 f 广 m . Img(p〉= P. 

这样，对 m ^ O 的情形，我们得到了所要的结论. 

再回过头来看 zn = 0 情形.此时 Img(90&I， 它们都是整环， 
由本章§3之命题3知，1的分式环 Q 同构于 IragCp) 的分式环 
H. 
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任何域均含 e ,从而，对任意《 6 I ， ne = 9 ( n)e P , 
故 Img (»^ P . 再由§3之例题1知， P 必含一个子域 H ' 同构子 
H . 但是， P 不含任何不同于它的子域，否则与它定义相矛盾.所 
以， H '= P .从而 


P=H / ^H^Q. | 

' 推论域 F 的素域同构于 I p 的充要条件是它的特征数为户； 
F 的素域同构于 Q 的充分必要条件是 F 的特征数为 0. 

事实上，定理之证明中， K er ( P ) = ( p )， 即加=0,从而对任意 
都有 


px = p{ex)={pe)x=0. 

而对任意 0<»< p ， 有 wA 这说明 F 之特征数为 p . 反之亦然. 

而 Ker ( p ) = (0)= f()|, 即对任意《6~1,都有故特征 
数为0.反之，若特征数为0,那么对任意必有 x ^ F , nx -^0. 
于是 

nx = nex^d , ne¥^6. 

进而 Ker (93)= 彳0| . | 

推论设 F 是个域 ，_ P 是它的素域.那么 jr 的任意子集 T 在 
F 中生成的子域与 TUP 生成的子域恒相等. 

事实上，了生成的子域必包含素域 P ， 从而包含 TUP 生成的 
子域.反过来则是十分明显的. | 

由于域的每个子域都含这个素域 P ， 所以也称素域为域的最 
小子域. 

例题1设域 F 的特征数为户.那么集 

S = {aG FI c° - a = 0, 0< w Gl} 

是 F 的一个子域. 

证明 首先，1 ; _1 = 0和 (^-0 = 0 表明 S 含有 F 的0和1, 
S 至少含2个元素. 

其次，任取 a ,/9 GS , 设 
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/ -a = 0, f -13 = 0 , (/=«， 〆 ’=/?， 

其中 m ，” 均为正整数.于是 

° ° = ai 

f=fr-f =( f ，广 - 1 、 〆” 11 

ifiJii ,/ 7 之特征数为户，由§1， 

( a-^) r = a r - 〆 、_/?， 

即 a _/36- S . 同时，还有 

nt>i m>r wn 

(a(3V =a/?, 

也就是说 S 是 F 的子环， 

最后，若 oGS , a #0, 那么，由 

a A — a =0, o p — a , 

知道 ' 〆 ， a -'^ S . 

所以， S 是 F 的一个子域. ■ 

习题五 

1. 设 < f ,+ ，•）是个域.那么群 （ F ，+ ) 的每个非零元素的周期（加法）都 
相同. 

2. 设 F 是个域，其特征数为 ；>. 那么 F 的每个子域的特征数均为 /*. 

若 S 是环 R 的子坏，那么 S 的特征数与 J ? 的特征数一定相同吗？ 

3. 设 P 是域 F 的素域.那么对于 F 的每个自同构3及任意 _ rGP 恒 
有 

a ( x ) = X . 

小 结 

域是一 种特殊的环.关于域的理论研究的内容十分丰富，形成 
代数学中很多独立分枝，如伽罗华 ( Galois ) 理论、代数数论等. 

环的某个同态像能否是个域？这是前一章关于环的理想与同 
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态的讨论的继续，没有什么新思想.但却由此引出丁两个重要概 
念：素理想和极大理想.读莕应通过大量的实例弄懂它们的共性与 
区别.不要因为整数环的极大理想与素理想 是一致 的而误认为在 
任何环中它们都是相同的. 

关于“分式域”，有些验 莽工作 是十分简单的，可以一带而过. 
我们同样要引起重视的是,这种用等价类方法进行的扩张思想.它 
使你认清整数环与有埋数环本质联系.这种办法在其他领域也有 
广泛应用. 

这一章的彳 I 大篇幅是讨论交换环上的多项式.希領读者—开 
始先抛开以往在初等数学或函数论中对多项式的意义，按这里的 
代数的定义先搞懂多项式.项、系数、疼数、加法、乘法的定义.特别 
重要的是必须弄明 fl .' g 样的两个多项式是相等的. 

山于交换环是各式各样的，所以在一个交换环上所有多项式 
构成的环可能有零囚子，非常数多项式可能是单位 ，一 个次数很低 
的多项式却可能有很多恨（甚至无穷多个根）.这些现象都应引起 
足够重视，要仔细分析书中各例题，注意产生这些现象的原因.如 
果读者能自力更生构造一批例子来说明上述现象，那是最好不过 
的 r . 

对于域上的多项式，由于可用长除法，在处理多项式的次数、 
求根等方两都有极方面的 条件. 书中给出的定理和命題都是最基 
本的 ，在后两章 中还要不断地用到. 

—般域上的多项式与我们熟悉的有理数域、实数域上的多项 
式有相当多的本质上的相似 之处. 学这一段的时候要立足于 * ‘求 
同”，面学一般环上多项式的时候，则应比照数环"求异' 

多个文字多项式写起来比较复杂，按《自学考试大纲》不应讲 
述太多，这里提到的一些事实主要是为第七章作准备的.主要 B 的 
是帮助读者理解一个环或域再添上有限个元素后生成的环或域的 
结构.要求大家对本书后面提到的元素表达形式能够理解就行，不 
做深人要求. 
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复习题 

1. 设 J ? 是个交换环，对尺的仃意一个理想？，令 

J 对某个正整数《 I . 

证明： P ( f ) 是个 理想； P </ 2 〕= P (/) ; 当7为素理想时 PU ) = /. 

2. 设 i ? 是个有1的交换环 . 证 明：环 尺与环 KU ] 的特征数相间. 

3. 设 J ? 是个有丨的交換环，对仟意 

J ( x ) = a „ x n + * •• + U\Xi + a 0 ^ R[j ], 

规定 a :/(, r )— 以 . 证明： j 是 R [ x ] 到 J ? 的环同态;求 Ker (< r ) 和商环 

R [ x ]/ Kei ( o ). ' 

4. 在 i ; u ] 中计算 x ( T - r)(j + r )( x 2 + i )( x 2 + x - i *)( x 2 -x 
- i * )- 

5. 在域 F 上多项式环中，若 /( z ), gU )6 F [ r ] 且它们生成的主理想 
相同 (/(:)) = ( gU ))， 那么它们的次数相等， deg / U ) = d 琢玄 ( x ). 

6*. 设 F 是个域 j 是它的恒等元.任取 a 关0 .构 造一个 F 上 
的变换 

%,<6 ： x^<zx + h ,对每个 a ， 6 F . 

证明：所有这种形式的变换 

C = | a ,66 F , a ^0| 

是 F 上变换群的一个子群.且 

K = \ o e , b \ b ^ F \ 

是 G 的一个正规子群.给出商群 G 1 K 的结构. 

7. 环 R 有6个元素，尺能不能是整环？ 

8, 有理数环 Q 上的2个文字的多项式环 QU ，； y ] 中， z 生成的理想 （ x ) 
是不是极大理想？ 
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第六章因子分解理论 


学习初等代数时，人们常问，怎样的多项式的分解才算是彻底 
的分解呢？ 

有点数论知识的读者就会发现，多项式分解的过程与整数分 
解的过程颇有相似处.但它们最基本的相似之处何在呢？ 

本章，我们将整数、多项式及其他研究对象放到相应的环中进 
行研究，找出“因子分解”问題的最基本规律.所以，这里要讲的抽 
象的因子分解理论是整数和多项式分解理论的推广和深化. 

学好 这一章 ，会对初等数学中多项式因式分解和整数因子分 
解理论中含混不清之处从理论上有明确的认识. 

同时，这一章的某些内容也是下一章域论的准备知识. 

本章只讨论整环. 


§1整 除 

设 D 是个整环^是它的恒等元. 

定义1设 A 泠 0. 说元素6能整除元素 a , 如果有 
使得 a = 此时，也说 a 能被 A 整除，或说6是《的闵子， 
并记为6 1 a ， 否则，就说6不整除《 ， 记 . 

在第四章§1，我们已经定义 ，某 元素是 D 的单位，如果它能 
整除恒等元&某元素为单位的另 --- 说法是它可逆，单位与单位元 
是不同的概念，单位元与恒等元是一回事. 

例如，整数环1中， _1 和丨均为单位，1，- 1,2, -2 均能整 
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除 2. 

域中每个非零元均为单位. 

R [_ t ] 中多项式 X - 乃整除 a : 2 -2. 

例1设 F 是个域.那么 / U ) 为 F [: r ] 的一个单位的充要条 
件是 y ( X ) = 

这是因为， / U ::^ U _)=1 的充分必要条件是 

deg /( a )=0, /( x )#0. ' 

而零次多项式就是非零常数多项式. • /+ 

定义2设 a ，66 D . 说元素 a 和元素6是相伴的，如果 
且6 I “ - 

命题1元素 a 和元素6是相伴的，必要而且只栗，有 D 的 
申 -hi e 使6 = ea . 

事实上，如果 a 和6是相件的 ， a |6且6 U ， 则必有 c , d€D 


于是 = bd = acd ， cd~ e. t 为单位. 

反之，若 a = eu ， e 为单位，则 e 可逆，从而 a 和 
坫相伴的. 1 

定义3对干有单位及与 a 相伴的元素均称为《的 
平凡因子 . a 的因子6,不是其平凡因子者，称为非平凡因子. 

D 的元素 a 不是单位也不是0且没有非平凡因子，则称 a 为 
不可约元或既约元. 

例2整数环 I 中，素数户的因子只有 1,- l ， p 和-卢，故户 
是整数环1的不可约元. 

例3域 F 上的多项式 x - c , cGF , 是环 F [: r ] 的一个不可 
约元. 

首先 ，: t - c 不是零多项式，也不是 Fk ] 的恒等元 1. 

其次，若有的因子，设 
f{x)g(x)= X- C , 
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则 deg / U ) 或为1或为 0. 

当 deg/(_r ) = 0时 ，deg g(.r ) = 1. /( o ;) 不能是零多项式，它 
只能 是个非零常数 ，即 /(. r ) 为环 F [ x ] 的单位. 

当 deg /(.: r ) = l 时, 〆 x ) 只能是非零常数，即 g (. r > 是 F [ x 〕 
的单位, /( i ) 与是相伴的. 

总之， r 没有 非平凡因子. 

例 4 看 RULlU] 中的多项式 _r : -2. 

在 K 上，因为 


x 2 ~2 = (x+-/2)(x-J2). 

而1 +75既不是 RU ] 中单元又不是与 a 3 - 2相伴的 ，: r 是 

x 2 ~2 的非平凡因子 .. r 2 -2 不是 R [ j ._] 的不可约元. 

在 I 上，若有整数使 

x 1 —2 = ( mx + n ) ( + ^ ) , 

则必有 

-T 2 ~2— mkx 2 ■+ (kn ■+ ml)x + nl. 

由多项式相等之定义，推出 

tnk = \, 一 nl=2, kn + 7tU=0, 

从而 = ±1.这样，就导致 


An 十 t ( « + / ) = 0, 

n + I =0, — nl -2, 

必有 《 2 =2 .这是办不到的.所以， . t ： 2 - 2 在 I [ x ] 上不能有一次多 
项式作为其因子. 

设 x 2 _ 2 = /0)^: r ), 则/(幻或^^:^必有一个次数为!^ 
为非零常数,也就是 l [_ r ] 的单位，另一个必然是和; ^-2 相伴的. 
这说明 J ： 2 -2 在 I [ a ] 中是不可约元. 

命理2若/> 是 D 的不可约元， e 是 D 的#位，则矽亦为 D 
的不可约元. 

证明首先，因为 D 为整环.由/>夫0及 £ 关0知印乒 0. 

其次，印必不是 D 屮单位 •若不然，就有使得 《(#) 二 

344 



(ae)p = e， 推出 f 为单位而导出矛盾. 

最后，设6是 ep 的一个因子，有 c€D 使 
ep= be. 

由于 e 是单位，有逆，故/ > = (n> c . 而/>是不可约元，只 
能是单位，或者它是与 p 相伴的.当 e ''6 是单位时必为单位； 
当与/>相伴时，有单位使 
s £ - l b = p, 

仍为单位，6是与 p 相伴的.这说明6 —定是 p 的一个平凡因 
子. 


即0无非平凡因子， e p 是不可约元. | 

命题 3设 D 中元《非零，且 

a — he y b t c^ D. 

那么 6 为《的非平凡因子的充分必要条件是 c 为《的非平凡因 


证明 如果（为 0 的平凡因子.当^为单位时， 6 是和 a 相伴 
的；当 c 是和 a 相伴的元素时 ， c = ea ，e 为单位，于是 
a - be — eba » < 

而 a=^0, D 无非零的零因子，故 S b = e, b 是单位.也就是说，（是 
平凡因子时，6亦是平凡因子. j 

定义4满足下列条件的整环 D 称为唯 一分解整环： 

(1) 如果 a6D，<i^0, a 不是单位，那么 a 必可以写成若 
干个 D 的不可约元的乘积，即 

a = p'p 2 … p ,， p { 是 D 的不可约元. 

(2) 如果 a6D, 且 

a = P\Pi'--p s = gi …， 

其中 A 和 g, 都是 D 的不可约元，那么 s = 并且适当调整％的 
顺序后，可使丨与 A 恰好是对应相伴的,= 1,2,…〆. 

这个定义之条件 （1) 对单位和零元不作要求，这是很自然的， 
因为在任何整环中，若 
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0 — a ,a2'"a, 

则必有 i 使 u =0, 故屮不能都是不可约元. 

同样，若 s 为 D 的单位，且 

e = «|“ 2 “.a , ， 

则每个+都是单位，都不是不可约元. 

例如，整数环是唯一分解整环，每个非0又不为丨或-丨的整 
数 w ，均有 

m = IA 、 内 … p 〉 ， 

其中 A 为素数.而且，如果不计顺序，上述分解表达式是唯 
一的（可以差正负号）. 

又如，实多项式环 R [. t ] 是个唯一分解整环■当实多项式 / U ) 
为非零非单位，即不是常数多项式时，必有 

/(- r ) = P . U 广 ， … A . c ,> l , ⑴ 

其中每个 A (. r ) 都是实的不可约多项式.实数域上不可约多项式 
必为一次式或二次多项式. 

这种分解，如果不计因式顺序，是唯…的（相应因式可相异一 
非零常数倍）. 

. 而复数域上多项式环 C [ r ] 的不可约元即不可约多项式必为 
一次式，每个非常数多项式 /(. r ) 亦能表成以上 （1) 的形式，只不 
过诸 A .( z ) 均为一次多项式 , C [. t ：] 也是唯 -- 分解整环. 

例5看复数环 C 的子环 

(lUty~5j)=U + 6 /~5iu,^ei!. 

它含1，故为整环，亦记为 D . 

为说明它不是唯一分解整环，建立映射 

(f>\a^ b ■/ -5-*a 2 + 5b 2 , 

这是 D 到整数环 I 的一个映射，即规定每个元素对应自己的模数 
的平方. 

可以看出，对任意有 
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( 1 ) (p(z)^O, 

C 2) p ( z ) = 0 当而且仪当 2=0, 

(3) < p { zw ) = < p ( z )( p { t iu ). 

我们仅验证一下条件(3>，设 

^ = a + i %/" 一 5， c + d V - 5 ， 

其中均为整数.于是： 

< p { z ) = a 1 ^ 5b 2 , < p ( w ) = c 2 + 5d 2 . 

阿由 = (u + b 5)(c + d = ac + (- 5M ) -^ {ad + 

be ) 得 

) -(ac - 5bd) 2 + 5(ad + be) 2 
= ( ac) 2 + 5 { ad) 2 + 5 ( hc) 2 + 25 ( bd) 2 
= ( a 2 ^- 5b 2 )( c 2 +5 J 2 ) 

= < p ( z )< p { iv ). 

现在来决定 D 中的单位.若 《c = l , 那么 

cp{z)(f{iv) = 

而史（2：)和 《 p (扣)都是整数，又非负，故 

9>(z)-1, f{u>) = 1. 

设 _2 = a + 6 .再由 

9>(3) = l = a 2 +5 fe 2 , 

知 6=0， fl = ±1 .也就是说， D 中单位中有1和 -1. 

D 中元素 x 仅仅与自己，与 - a ： 是相伴的. 

观察 9 = 3.3=(2+ / _ r 5)(2- / D , 其中9，夂2+ V ^5 
和2 - 都是 D 中元素，而3和2+ / I 、和2 - 都不 

是相伴的. 

剩下来，我们只需证明3和2 + / I 都是 D 的不可约元.设 
有 z ， tt >6 D 使那么 

<p(zzv) = ip(3) = 9= f(z)^(zv). 

只能是1,3或者9■若 = 它是 单位； 若 p ( 2 )=9, 则 
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W 是单位 ，2 与 3 是相伴的•两种情形卜， Z 都不是整 
数3的非乎凡因子. 

要想使3有非平凡因子，只能是 

< p ( z ) = a 2 +56 2 =3, a , *61- 
但这是不可能的.这说明3是整环 D 中的不可约元. 

同样， 由于？ >(2+ ^5) = 9,若有 z , 江，6 D 使 zw = 2 + 
则必有 


<f{z)f{ w) = p(2t v 7 -5) = 9, 
pU ) 只能是1或9，^只能是单位或是与2+ •/ l 相伴的. 

2 + / I 和2 - / I 也是 D 的不可约元. 

定理 1 设 D 是个唯一分解整环 ，々是 个不可约元.如果 
pKa £>〉， 那么 pla 或/ 

证明 如果/>丨（姑），设:有 cGD 使 d = 

当 a , 6均不为0,也不是 D 中单位时， c 必不为0.而 H r 也 
不能是单位，否则，必有 

/j~(c''a)d. 

而 p 是素元，上式导致 〆 k 为单位.间时，只要为单位则^ 
亦为单位,矛盾. 

这样，由于 c 不是0也不是单位，而 D 是唯一分解整环，必有 

p , py ( j „, 

其中每个 A . 都是 D 的不可约元.子是 
ab = pp t --- p n , 

就是 元素沾 的一个不可约因子分解式. 

但 a ，6 均不为0又不为单位，它们可单独分解为 
a = 9i9n, A= r 2 --T, , 

其中 I 和^也都是 D 的不可约元.于是，我们得到 
以 wm …，-‘ = [ jp ^ p 2 -- p „, 

据唯一分解整环的定义，不可约元 q ) r --, q m , r l ,--, r ! 中必然有 
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一个与多是相伴的. 

如果％是与/>相伴的，由 q ,\ a 可推知/>|«;如果是与 p 
相伴的，由 /%| A 可推出 p |/;. 

当《=0时，当然有/ > U . 即任意不可 约元户 都满足定理要 
求. 

当《为单位时 ， M = c 户蕴涵 6 = U 」 c ) 户，也就是 p\b. 

所以，当《和6有一个为0或有一个为单位时，定理恒对 .■ 
定理1引起我们讨论另一个重要概念. 

定义5设 d 是个整环，; ?eu •若/ •不 是零元也不是单位， 
且对任意《 只要/ ■ KM )， 那么必有 f U 或者户丨办，则说 p 

是 D 的一个素元. 

从定义中可以看出，对任意整环 D 来说，它的素元一定是 
不可约的.因为，若 


p 二 ab ， a D 9 

当然有户 1( 肋），由的素性，必有 pU 或6.如果户 U , 则 a 
与 P 是相伴的，&为 单位; 如果/>丨6,则 />与 p 是相伴的， a 为单 
位.从而 P 不能有非平凡因子. 

定理1指明，对于唯一分解整环，/>是不可约元则一定是素 
元. 


那么，对于一般的一个整环，素元和不可约元是否是同一概念 
呢？仔细研究上面的例5即耵说明问遲.在整环 D = <IU 
彳/=引>中，3是个不可约元，3能整除9,且 

9 = (2 + /^5)(2- /^5). 

促2+ 和2 - 都是 D 的不可约元，且它们都不是和3 
相伴的，所以_ 


3^(2 + 3 K 2 - v ^5). 

这说明3是不可约元但不是素元. 

由于整数环和域上多项式环都是唯—分解整环，素元与不可 
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约元〜致，人们也把素数称为不可约数，把不可约多项式称为素多 
项式. 

我们在处理唯一分解整环的整除性问题时，对不可约元和素 
元就不必区别了. 

定义6设 D 是个整环， a , ，…， 如果 c 整除 
a , ，―, a n 的每一个，则说(:是元素 a , ，…, 的-一个公因子. 

元素称为元素…，…，《,的--个最大公因子，如果 

(1) d 是!^ 的一个公因子， 

(2) 对任意 tGD , 只耍的一个公因子，则必 

有 c | rf . 

当一个单位是 a | , 的一个最大公因子时，则说它|| J 

是互索的. 

定理2设 D 是唯…分解整环.那么不全为0的元素 a ，6 必 
有最大公闶子.且各最大公因子都是相伴的. 

证明当 a =0 时，必有6尹0, 6就是 u 和6的最大公因子； 
当6 = 0时， d 就是6的最大公因子. 

当1为单位时, u 就是“乃的最大公 因子； 当&为单位时，6 
就是 a ,6的最大公因子. 

故,不妨设 a 和6都不是0,也都不是单位.于是，可设 
a = p, , b = <j,q 2 --q,. 

其中 A . 和％ 都是 D 的素元.我们先将 a 的诸因子 久 中相伴的元 
素合在一起，写成 

a = tp ) … p!f , l ^\. 

e 是单位.再把6的诸因子％中与內，相伴的合在一起，写 
在前面，其余因子列后，即 

b = 8p\< 

其中5是 D 中单位，气>0 ( 当巧 不是 b 的非平凡因子时，6 = 
0), q , 不是 a 的非平凡因子，与任意 A 都不是相伴的. 
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用 minU , 以代表 自然数务，/之最小者，令 
s } = min | ifej , lji , l^/^n . 

可以断言 ， d = pH : 就是 a ,6 的一个最大公因子. 

显然，《和6的表达式中都含因子汰即 d & a ， b 的公因子. 
进一步，设 c 是 a ， A 的任意--令公因子.若 c 是个单位，自然 
ti 若 c 不是单位. 

c = n …〜， r { 是素元， 

那么，由 c | « , U 知，每个 r ; 必然是与某个久.相伴的,把相伴的 
元素合在一起 

c= pp k i' 向 … 而， h k >Q. 

再由 cU , 即 

a = £p\' … 也 =f(pp k, P >2 ••• W . 

可知否则（即匕< 心） ，用消去律，得 

… tk =fpp\ rt, … pS hx -i^o,' 

必有 A 1( 衿…沁>,与诸 A 之不相伴的设相矛盾..同理，/ i 2 < 
^2. .又同理， 

, , h 2 ^ k 2 , ••■, / i «. 

也就是从而必有 eld , 的一个最大 

公因子. 

设 ( T 也是 a , fc 的“个最大公因子.因为 d 是个公因子，故 
rfU ' 而我们已经证明了 d 是最大公因子，又必有 d ’ 丨 d ， 即 rf * 
是和 rf 相伴的. 

每个最大公因子都是和相伴的，从而它们都是相伴的. | 
推论设 D 是个唯一分解整环•那么任意„个不全为0的元 
素 anh , …， a „ 必有最大公因子. ■ | 

例题1设 D 是个唯一分解整环, a , 6不全是 0, d 是它们的 
—个最大公因子.那么，对于 D 中任意非零元 c , cd 恰为 ac ，6 c 的 
-个 最大公因子. 
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证明读者可以试用定理2的证明中使用的方法，将办 ， c 
写成素元连乘积，然后求出 ac 和 6 c 的最大公因子. 

这里用另一种方法证明.由于 ca ， cb 不全为0,它们必有最大 
公因子，设/是它们的一个最大公因子.首先/是 a ， 6的公因 
子， d | a ， 《/丨6,故 

{ cd )\( ca ) , { cd )\ icb ), 

即 d 是仿和4的一个公因子.据/的定义 ,（《 i )|/. 

于是，可设有 x € D , /= cdx . 

其次,/是％的因子，又是的因子，必有使 
ac = fr , bc = fs , 
ac = cdxr , be = cdxs . 

因为 c 不为0,用消去律，得 

a = dxr y b = dxs • 

这说明是^和6的公因子.由 d 的定义知 ，（< ii )| 丄从而 d 与 
办是相伴的， x 是个单位. 

最后，由知/和 erf 是相伴的. ■ 

例题2设 D 是个整环，而且 

(1) 如果 a 6 D , «不是单位，那么 , a 必可写成若干 

个 D 的不可约元的乘积，即 

a = Pi /»2 … A ， A 是 D 的不可约元. 

(2) 对于 D 的任意不酊约元户，户(以)蕴涵夕 U 或夕 |6. 

则 D 必为唯一分解整环. 

分析接着唯 一分解 整环定义要求，只需证明分解表达式的 
唯•性.设 


a = PiPvp s = , (*) 

其中 p , 和都是不可约元，需证明 S = Z , 适当调整顺序后， A 是 
与％相伴的. 

条件 (2) 表面上是 p | ( 则> U 或 W I 实际上蕴涵着 
广丨（… 《广-“，），则々必然整除 ( i : 中的一 个. 
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因此，我们町以对 O )式左端之 S 用数学归纳法 • 

证明 设在 D 中有不可约元 P , , qj , i = l , -Si! j =1,…， z 


成立.我们对5用数学归纳法来证明必有 s = i 且调整顺 序后/和 
q , 是相伴的 ， i = l , 2 ，…， 5. 

当 = l 时， 

P\ = q'".q t =<h (? 2 … a >， 

由于 h 是素元，故&或为单位或是与化相伴的.但也是不 
可约元，不为单位，所以 g , 必然是与/>』相伴的. 

久和 1是相伴的，如果 r >2, 那么 qn 必为单位，而 
h …9,都是不可约元，这是不可能的.从而只有 S = t = l 才行.命 
题当 S = 1 时得证. 

现假定命题对 S - 1情形是对的.那么 

= ( * ) 
意味着 h 必整除 1， … ，9, 之一，因为允许适当调整 顺序， 我们不 
妨假定 Pi |?1 - 

由于 g ! 也是不可约元， pi 又不是单位，从而化是与&相伴 
的.设？,=咩，， e 是单位.于是 （ O 变成 

PiPi . U'eqn 
妁參 0,可用消_律，得 

= 9;?广.9” ( * * ) 

其中 q ' 2 = ^ 2 仍然是不可约元. 

注意 〆 * *) 式之左端为 S -1 个不可约元之积，右端是若干 
个不可约元之积，按归纳法假定，必然有 = 即 s = f 而 
且 调整％ 的顺序后 ，内和 &是相伴的， p 3 是和 q 3 相伴的…… p , 
是和9,相伴的. 
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由于 d 与仍相件，故 p 2 与是相伴的.归纳法完成. I 

例埋3研究有理数环 Q 的子集 

R = | a /6 eQlA 为奇数丨. 

(1) K 对有理数减法和乘法封闭， i ? 是 Q 的 f 环，〗= 1/16 

R . R 是个整环. 

(2) 任取如果 r / t / G 只使 

( ulb )-( ctd ) = l , 

即训 = 6 d , 由于6和 d 都是奇数，从而 u 必为奇数. 

反过来，若 alb ^ R , a 为奇数，必有 
( aib )-( bja ) = l , 

即 cilb & R 的单位. 

所以， i ? 中元素 a /6 为单位的充要条件是 u 为奇数. 

(3) 如果有 u /6, c / f i 6 i ? 使 

( alb )' { cld )~2~2 ll , 

则 ac =2 bci , 2必整除 a 或整除 c . 若设 a =2/,那么由 
fc = bd 

可知/必为奇数， a /6 = 2，（/ M ). 这说明 a / A 是和2相伴的.苦2 
整除 C ，则 a 为奇数, aM 必然是个单位. 

所以，2没有非平凡因子，2是环 i ? 的一 个不可 约元. 

(4) 任取若它不是0也不是单位.即 a 不为0也 
不为奇数，可设 a =2' d , d 是个奇数.子是 

a!b = { dib -2)2 • 2, t 个2, 

其和2都是 i ? 的不可约元， a /6 已写成不可约元的连乘积 
形式. 

(5) 任取 如杲 4 U , •，那么 

alb =2-(2 rlb ). 

说明，2是 a /6 的因子且不是和<1/&相伴的，即2是 a /6 的非平凡 
因子不是不可约元，这说明， a 为奇数时， a /6 是 R 的单位， 
4 U 时， a /6 不是不可约元. 




所以， i ? 的所有不可约元都是和2相伴的. 

(6) 我们用 II 代表环 R 中的整除符号 ，以区 别本題前面用 
的整数的整除符号 1. > 

设 a ! b ， cld € R ， 

2 || {( a / b )-( cld )}, 

即有 // Aei ?, 使（<^).(:以）= 2.(///0，也就是 
2 fbd = ack . 

由于 A 是奇数，2不能（整数的)整除 A ， 从而 2 U 或 2 U . 即. 

2|| U/M 或2|| U / J ), 

由上題可知 R 是唯一分解整环. , | 

本节最后，我们希望读者能自己仿照例題1来证明更一鷇的 
情形. 

命題 4 设 D 是个唯一分解整环 . a , ， a2 ， … ， a „eD ， 不全为 
0, J 是它们的一个最大的公因子.那么，对任意 c 6 D , c #0, 元 
素 oi 恰为 ai c ， a 2 c ，… ， a „ t •的一个最大公因子. | 

习題一 

1 在整环1 5 [工]中找出所有单位，给出 2*_ i . 3 + x 的所有相伴元. 

2. 证明：在整环 I 2 [ a .] 中， _ r 3 + X + 1’是不可约元 • 

3. 复数环 C 中由整数集 I 和/ I 生成的子环，记为 I [ v ^]. 问，5 

在1[ 中是不是不可约元素. 

4. 设 > 是个域证 明:在 FU ] 中，; c - a 与 r - fc 互素的充分 
必要条件是 a 垆 A . 

5. 设 D 是个唯一分解整环, a ,6 SD •那么 a ，6 互索的 充分必要条件 
是它们不含相同的索元因子. 

6. 设 D * 个整环，把元素之间的整除看成是 D 上的一个关系.证 明： 
如果 S 除关系在 D 的非零元索 D ‘ = D - |0 i 上是个等价关系，那么 D 必然 
是个域. 

7. 设是整坏 D 的元素.证 明： 
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( a ) zl >> 的充要条件是 

( b ) :^和^相伴的充分必要条件是 (. r ) = ( y ): 

( c ) y 是: r 的非平凡闪 : 「- 的充分必要条付是 （ r ) CG ) C ： D . 

§2主理想整环和欧氏环 

要像上节例题2那样给出更多的环为唯.分解整环的充分必 
要条件当然是很有意义的事情.同时，为 r 应用方便，也需要得到 
一些环为唯一分解整环的充分条件，本节介绍其中两种. 

定义 1如果整环 D 的每个理想都是主理想，则说 D 是主理 
想整环. 

例如，整数环 T 足个 主珣想 整环. 

第四章§4定理2证明了，域 F 上的多项式环 F [ x ] 是个主 
理想整环. 

例1看上节例题3中的 

R =\ afbeQ\b 为奇数！. 

设； VSR 的一个理想.当, V = I 0 U 时/ V 恰为零元0生成的主理想 

( 0 ). 

当 时-对 任意设 

alb ^ ru - jb ), c 为竒数， ； > 0 . 

可以证明，非负整数 f 是由元素 ( i /6 完全确定的. 

设 a /6 = e //, 其中6和/都是奇数.由 a /=& 及整数的唯 〜- 
分解定理, e 和 a 必含相同个2的因子，都是/个.故 
elf=2'[hlf), 

h 和/都是奇数.这 说明“ 与 alb 表达中元素选择无关. 

建立映射 

< p -. aib ~* t , alb = 2'( clb ), c 为奇数. 

这是环 N 到整数环丨的一个映射. 

由于 [ rr ^( p ) 是个非负整数的集合，它必有最小元，设为„既 
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然 7? 6 lmg (9=) ，那么必有尺的兀素 g / rf 使得 

cp (.^ d ) = n , gUi = r ( Hd ), / 为竒数. （*) 

现在，我们任取 ulbGN ， 由 n 的定义，必有 
n = cp ( gl d )^ cp { alb ) = t , 

其中^4 = 2^/>), ( +足个奇数.故 

al/j = 2 l (clb)=r(/ld)-(clin-2 ， -' l (clb), 

其屮 t - n >0, 2' ” 从而 2 n ( l ! d ) = gld 在 R 整除 

a /6, 即 aib € ( gjd ), N = ( g / d ). 

这说明 R 的每个理想都是主理想. 

命题1设 D 是个主理想整环.那么，在 D 中不能有这样无 
穷多个理想 ，… ，使 

N , d " N , 关 N 卜 、， i = l ，2，..' 

证明用反证法.若有无穷多个理想 N,.(i = l ，2, …）使得 
N . GNw ，且 N , 妾 N 1 + l ，令 N = 1/ N , 可以证明它亦为 D 的一个 
理想. 

首先，对任意 x ，： y 6? V ， 据并集 N 的定义， x ， y 必分别属于某 
个；^和 N ,即 


-r-eN,, y eN,. 

在£和> 两个自然数中不妨设;<_;，于是由诸 M 前酊包含关系知 
•从而，有 


x^N^Nj, y^Nj. 

但是，已知巧是 D 的理想，故进一步 
N . N 对减法封闭. 

其次，对任意 r ^ D , ; r € N . 设 : c €； V ,, 那么，由丁-/ V ,是 D 的 
理想，必有 rx , xr G Ni •从而 rx , xr €- N ；£ N . 

所以， N 为 D 的一个理想. 

D 为主理想环，设 N = .可是，据/ V 的定义 ，_ r £ N 则 x 
必属于某个 N ,. 进而 ( x ) 的所有元素都应属于 N ,., 对于这个£,有 
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N . + ' GNUNSNd ' 

也就是 N , . 与假定相矛盾. I 

命题2设 D 是个 主理想 整环， pGD , /;乒0.那么，下列说 
法 等价： 

(1) p 是 D 的一个素元； 

(2) ( p ) 是 D 的一个极大理想； 

(3) (/>) 是 D 的一个素理想. 

证明用循环证法.如果 p 是 D 的素元，那么/>不是单位，故 
所以， （ p )# D . 

设 W 是 D 的理想 ，（/02 N , (户）关 N . 由于 D 是主理想环， 
可设 aGD . 于是， pGA / 意味着有 A 6 D 使/ » = 

又由于 /■ 是素元，《必为单位或者是与 p 相伴的.如果 w 是 
和 P 相伴的，则必有 a 6(/0, 从而 U) = /V 二（户），与假设矛盾. 
故， a 只能是个单位，而单位生成的理想就是 D 本身.所以 JV = 
D. ( p ) 是个极大理想. 

这样，我们由条件 （1) 推出 了条件 (2). 

下面，由 （2) 推 （3) .设 （/>) 是极大理想.由第五章§2知剩余环 
D / (户） 是个域，任取如果 

ab + p = {a + ( p)']{b + ( p )^ = p , 

其中 p 乃是 D /(/») 的零元.而域当然不含非零的零因子，故 u + 
(户 ）=(/>) 或6+ ({〉= (/>)，也就是 a €(/>) 或 b ^{ p ). (/>) 是 D 
的素理想. 

最后，由（3>来推（1).设 （/») 是个素理想.如果有 a ，66 D 使 
aA = p . 那么 (/>〉，于是必有 a 6( p ) 或 

若 a €(>)， 则 /> U , 从而 a 是和 p 相伴的，6为 D 的一个单 
位.若则&是与户相伴的，„■是 D 的一个单位.总之 
没有任何非平凡因子•又因为 （ p )# D ， />不是 D 的单位 t 同时 
户乒0,故/>为 D 之素元. | 
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定理 1 每个主理想整环 D 都是唯一分解整环. 

证明现先来证明当 D 为生理想整环时,它的非0非单位的 
元素必为若干素元之积. 

若不然，设 u&LK « /0, u 不是单位，且《不能写成若干个 
素元之乘积. 

那么，首先^必然不是素元，否则 a 即为素元积形式.于 
是 u 必然仅有非平凡的因子，设 A 和 r 是^的非平凡因子， a = 
be . 于是 


// ir { b ) , a ^( c ). 

并 S .， 由于 6 和 t 均不是和《相伴的，必有 

b^ ： (a) , c $ (a). 

从而，有 

( aWc ). 

其次，由《 = &，而《不是索元连乘积，可以断言6或 c 必然 
至少有一个也不是素元连乘积（当6和^均为素元乘积时 ，& = a 
就是素元之积），取这样 一 个不是素元乘积者记为^,，它满足 

(1) 是《的非平凡因子 ，（《>=(〜）， 

(2) a , 不能写成素元之连乘积形式. 

由 （1) 可知 Ui 非0非单位.由 （2) 进一步油道化具有和 a 完全一 
样的性质. 

最后，我们完成仿照对 a 的讨论，可找到 a 2 eD , ( a 2 )CZ 
( fli ), (. a 2 )^( a ] ) Ka , 不歷素冗之积.这样不断做下去 JP 有 
(a)S(a,)Q---, (a,)^(0,.,,), 

而命题1已经证明了，在主理想整环里是不能有这种结论的.这表 
明对 ti 的瑕定不能成立. ..>• 

再来证明 D 有分解的唯一性.设 

PiPVP, = <h<h"-q t ' ( * ) 

其中/>,和％都是 D 的素元.广是素元，由命題2知，（/ >,) 是 D 的 


359 



—个素理想 .（*) 表明， 

qiqi — qc ^ ip ,), 

故必有某个(/ >,), 因为顺序可以不考虑，我们不妨假设 
( Pi )， 即 / hll .但是素元， Pi 是是因子， pi 必然是与 9 i 
相伴的. 

pi = tq x , e 是单位 • 

将 （*) 中/消去，得 

Pz … A = ( e 92)‘"9«， 

其中也是素元. 

继续下去并不断调整右端素元顺序，即有 A 和％是相伴的， 
对所有；= 1,2, …， f 都成立，同时 i = ?. | 

例理1设 D 是个主理想整环，其元素不全为 0. 那么， 
必有 m ,«6 D 使得 d = ma + trb 恰好是 a , b 的一个最大公因子. 

证明看 D 中由子集 U ，6 l 生成的理想 / V . 由于 D 有1且可 
交换， N 中毎个元 r 必可写成 

r = xa + yb , x , y ^ D . 

另一方面， D 是主理想环，必有使 设 j = 

沾 ，我们来证明 d 是 a 和6的一个最大公因子. 

首先， a € N =(«/〉， a ~ cd , t /| a . 同样，.所以， 
(^是<1,6的一个公因子. 

其次，假设/是〜6的公因子，由 / U 和/|6立知 /|(ma + 
) ，即 fid . 

所以， d 是 a 和6的一个最大公因子. | 

现在再介绍整环为唯一分解整环的另个判别方法. 

定义2整环 D 称为欧氏环，如果由 D 之所有非0元集合 
D 0 到非负整.数集 I ,的映射 d 满足 

(1) 如果 ajeDnaakWidUKdU ); 

(2) 如果 a 6 D ， D 0 ，则必有使 d = ~+ r ， 
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c /( r )< d (6) 或 r = 0. 

例如，整数环 I 上规定每个数对应其绝对值 
d{r)=\r \ , r^:D 
利用整数的长除法，即知 I 即为一个欧氏环. 

又如，对任意域 F , 规定 

d:f(x)~*degf(x), /{ x )6 F [ x ], /( jc )#0, 

即得所有非0多项式集 F[x ] 0 到非负整数集1+的一个映射. 

在第五章§4定理1中，我们证明了，对任意 / U ) eFU ], 
《 DGFLrL ， 必有 g (. r )， r (— r )6 F [: c ] 使得 

f(x)=g(x)q(x) + r(x'), deg r (x)<degg(x). 

由于原来规定了零多项式的次数为那里的 
degr(j ： )<degg(x) 

就包含了两种情形， r (: r ) 为0,或者 

0<degr(j;)<deg^(jr). 

这与欧氏环定义的要求完全一致.故 FO ] 是个欧氏环. 

例 2在有理数域 Q 上规定，对任意《乒0, d ( a ) = l .则 d 
是 Qb 到1+的映射;且 

(1) 只要 a ，6 辛0,恒有； = 

(2) 当6乒0时，必有 c _6 Q ,$ a =&， 从而有 a = 6 c + 0. 
所以，对于映射 A Q 是个欧氏环. 

例3 所有形如 


« + i6 , a,6Gl 

的复数是复数环的一个子环，称 为高斯 (Gauss〉 环 .可以断言，高斯 
环是个欧氏环. 

用 G 代表高斯环， l = l + 0i6G, G 是个整环.令 
N ( a ) = ua , 对任意 
其中^是<»的共轭复数.也就是 

NU + ib ) = <] 2 + /,，对每个 a + \ beG . 

首先， /V(a +7，）= 0,当且仅当 a + \b =0. 其次，当 a + i6 矣0时， 
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N(a + i6)>l . 再次，当 《 + ib^O, c +“#0 时，由 


N((a iA)(r + \ d ) 

= N(ac -bd + \{ bc ^ ad )) (复数乘法） 

— (af ~ bd ) 2 + (br + tul ) 2 (-V 的定义） 

= (tic ) 2 + ibd ) 2 + { be )' •• ( ad ) 2 (展开） 

= ( a 2 + b 2 )( c 2 vj : ) (分解） 

= N(a + ib ) N(c + it ；) (: V 的定义） 


町得， N (#)> NU ) 对所有 a ^€ f ； 都庥立，即 G 满足定义2的 
条件 （1) .最后验证 . G 满足定义2之条件 (2) .彳壬取 

a = a + b\, 0-c + d\^-O, 

我们希望找到使得 

a^/b + p, N(p)<N[lT)M P = 0. ( * ) 

分析如果有 （* ) 成立，那么，由关0,有 
p = a ~ jb = - a). 

要想使 NGKNC / S ), 只要选择好 a 使得 0 作- ? 的模 

| c //3 -ff | < 1- ( * * ) 

记 a /p = T + : yi , 其中 . r 和. y 都是有理数. ie 0 = c + f \. 
(* * >式就变成要求选好使， 

l^ + ^i-Ce-f/i)!- l(x-^) + ( 3 '-/)ti<l. 

这是能够办到的,只要取13-/|<士.即可. 

下面给出 （ 式的正式 E 明. 

证明任取 G 中元 

a =a + biy c +iri^-0. 

设 a /^=：r + ：^ i . 其中 a ： 均为有理数.每个有理数 与离它 最近的 
整数的距离当然<^,从而必有整数&/使 

|z-e|< 士 ，! .V ~ /1 < y. 

令泛 =石 + / i , 则 aGG . 再令 p = a - ! h ， c * i £ G ，满足 a ^ 
362 



而且， 


N(p) = N(a~Pj)= iWUU ， 

| a U = U-e + ( ： V-/)i|W ( 士 ) 2 +( 士 ) 2 <1 

知道 JVC^X |/3| 2 = ^(/7). 

命題 3 设 D 对映射 d 是个欧氏环， a € D , a #0 •那么 4 
为单位的充分必要条件是 dU ) = rf ( l ). 


证明如果 a 是 D 的一个单位，即有 c 使似 =1,则 
d { a )^ d { ac ) (定义 2) 

= d ( l ) (ac = 1) 

<(/( l*aJ (定义 2) 

= d ( a ); (1 的性质） 

也就是 d ( a ) = d ( l ). 

反之，如果<^(2) = £ /(1),由于有 

\ = aq + r, r =0 或 <^( r )<< i ( ci ), 

而 


d(rXdia')- r) = d{r) 

是不可能的，故必须？ • = (}， 〗=叫，“为 D 的单位. I 

定理2每个欧氏环都是主理想整环. 

证明设整环 D 对映射 d 是个欧氏环, A 是 D 的一个理想. 
如果 A = fOi ， 那么，它就是0生成的主理想. 

如果 A 式!0丨，它包含非0元素，令 

T = M ( x ) Gl + I j ^ A I . 

r 是 a 在映射 d 之下的像.由于 A 有非 o 元，所以 r 是个非空的 
非负整数集，它必有最小的元.设使得 d ( fl ) 是 r 的最小 
元. 


我们断言 , A = ( a ). 

显然有 （ a )£ A .任取据定义，必有 . q ， r £ D 使 
x = aq + r , r =0 或 d ( r )< d ( a ). 
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但是， A 是 D 的理想，由 x , fl 6 A 可知叫 而且 
'>• - aq=A . 

而 d ( r )< d ( a )3 a 的选取相矛盾，故只能 r = 0, 也就是 1 =叫， 
. r 6 U ). 由 J : 的任意性推出 AGU ). 

总之，/ \ = ( a ), A 是个主理想. ■ 

这样，我们得到下列环类的关系： 

欧氏环类 G 主理想整环类 Q 唯 -- 分解整环类£整$类. 

至于各类之间是否真的不同， tii 就是给出些一体例#说明，有 
的主理想整环不是欧氏环，有的唯一分解整环不 i 主理想整杯，等 
等，也并非难事.但，这些例子不是初学者十分熟悉的，这里就不予 
介绍了 . + 1 ' 

对于欧氏环，讨论其整除性,我们有 

命题 4 设对映射 d 为欧氏环， fc 关0, 且^不是单位 

也不是和6相伴的.则 d ( a )< d ( b ). 

证明据定义，应有 v 6 D 使 

a - bq + r , r = 0 或 ti ( r )< d (/，）. 

但 ， r = 0 则意味着 Ma , 导致 a 是和 A 相伴的，矛盾.故； ^0, 
d { r )< d { b ). 

又 a 1 6,必有 cGD 使 6 = ac ， 从而 

r - a~bq = a - acq = a ( l ~ eg ). 

用 d 的性质，即得到 

d ( aXd ( r )< d ( b ). | 

在欧氏环中有一种求最大公因子的算法. 

例埋 2 '设 D 对映射 d 是个欧氏环 . a ,66D 且 6 尹 0 .求 u 
和6的一个最大公因子. 

解因为 D 是个欧氏环，必有使 

a = bq , + r i = 0或 c /( r , } < d ⑹ . 

如杲 ^=0, 那么 6 U , 6 即为 a ,6 的一个最大公因子. 

如果则必有 d ( n )< d (6) .又必有 仍， 使 
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b = r ' q 2 f r 2 ， r 2 = (J 或 c /( r 2 ) < d ( r ， ）. 

当时，算法即停止；当 r 2 ^0 时， d ( r 2 )< i ( r t 〉 再做 
”,= r 2 r / + r 3 , r 3 = 0 或 c /( r 3 〉< d ( r 2 ). 

一直做下去. 

由于…且它们都是非负整数，这种做法不 

会永远 做下去 ，必然有限步 停止； 即到某 一步， 出现整除情况.一般 
地， SJ 以设 

a - bq , + r , , d ( r ,)< d ( b ), • 

b = r , g 2 + r 2 , d ( r 2 )< d ( r l ), 

疒 i = r 2 g 3 + r 3 , d ( r 3 )< d ( r 2 ), 


r t -2 = + r t , d ( r t )< d { r t . } ), 

r k - c ~ 厂〆 /h • 

可以断言就是的一个最大公因子. 

首先， r , I r f + l ，看上列倒数第二个等式，即知 r 」 r t _ 2 . 追溯上 
去，^可整除每一个 r ,.. 可是，从第二个等式可以看出 r t \ b . 

再看第一式，由 r k \ b , r h \ r t 又推知 r t \ a , 也就是说， r t 是6 
的因子，也是 a 的因子.从而，它是 a , 6的一个公因式. 

其次，还需证明《，6的任意一个公因子 C 可整除/ V 这次，我 
们从上往下看. 

(是^: 和6的公因子，第一式表明，必有.于是，在第二式 
中，由 c \ b , c | r , 可推出 c | r 2 .如此下去， c 必然整除 r 4 . 

所以〜是心力的一个最大公因子. | 

例題3求有理数域上多项式 

a { x ) = x A ~ x 1 - x 2 + \ , 6( j ) = x - 3 - 1 

的最大公因子. 

解做除法，得 

工 4 ―工 3 - 工 2 + 1 = (? _ I)(x - 1) + (- 工 2 + 工）， 
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.r 3 - 1 = ( - x z *■ x)( - .r - l) (.r- I), 

- j 2 + j ; = ( x - 1) ( - . i ') . 

从而知 M 楚 aU ) 和 6 U ) 的一个最大公因子. I 

例题 4 找出两个整数使得 73 m t 27 n = 1 . 

解做长除法，得 

73 = 2 X 27 + 19, 

27= 19 + 8, 

19 = 2 xK -*-3, 

8 = 2 x ^ + 2, 

3 = 2 + 1, 

然后，反过来，又有 


L - 3 - 2 
= 3-(8-2x3) 

=3 x 3-8 

= 3 x (19-2 x 83-8 
=3 x 19-7 x 8 
= 3x 19-7(27 - 19) 

= 10x19-7x27 
= 10x(73-2x27)-7x27 
= 10X73-27X27. 

从而得到 10 X 73-27 X 27 = 1. | 

为了加深对高斯整环的认识，我们再讲一个例 _f . 读者可将其 
与第五章§2的例1加以对照. 

例题 5 证明： 髙斯环 G ' 同构于环 I [_ r」/(l + . r 3 ). 

证明任取 /( x ) eik ]， 用 x 2 + l 除之，得 

/(^) = + 1) + (or + ,3). 

由于+ /3的次数小于 _ r : + 1的次数2, a 和# 是由 /(_!) 唯一决 
定的，令 史: /(. r 〉—& + /?, BP 得 I [_ c ] 到 G 的映射. 

仿照第五章§ 2,容易证明 y 是个满的环同态映射. 
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fl 算 Ker (^)- /( x ) 6 K « ( y ) 的充要条件是 U 2 + O I 
/(., ), 也就是 fdU i -1). 所以 

Ker(f )= (x 2 + 1). 

由环同态基本定理知 IU _]/ U 2 t - I )^ G - I [ i ]. I 

习题二 

L 在 I 5 [ jt ] 中求 

. r 4 + 4' x 3 +4' j ： 2 + J ' , / + 4. 

的 一 个 最大公因子. 

2. 设 D 是个主理想整环， U ，6€ D 且 a 和6互素 .证明：如果 c € D , 
a I ( ic ), 则 a lc . 

3‘ . 设 R 是个有 1 的交换的主理想环，且 f : R ^ S 是满的环同态映 
射.证明必然是主理想环. 

4. 求出高斯整环的所有单位. 

5. 在高斯整环中把元素 -1 i 3 i 分解成素元之积. 

G . 设 D 对映射作成一个欧氏环， a , & 且 alb . 证明 ：如果 

则 u 和6是相伴的. 

§3唯一分解整环上的多项式环 

设 F 是个域，那么 F 上的多项式环[: c ] 躭是个唯一分 
解整环. 

我们又可以讨论整环 K = FU ] 上的关于 文宇； y 的多项式环 
R b ] ,它是否是唯一分解整环呢？ 

在第五章§4已经看到， FU ] 乃是把 F 添上一个与 F “关系 
疏远”的: r 而成的环 . Rbj 是在 FU ] 基础上再添一个与 F[xJ 
“关系疏远”的： V 而成的环.这种添两个文字甚至添多个文字的环 
在数学分析、高等代数及很多进一步的数学学科中都经常出现.研 
究 f [ x ] 与的关系是很有意义的， 

这一节，我们将得到一个很一般的结论，当 R 是唯一分解整 
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环时，多项式环 i ?[ x ] 也一定是个 唯一分 解整环，进而 R [ x ,,-, 
xj 也是个唯一分解整环 .当 F 为域时， 当然更是 这样. 

设 D 是个唯一分解整环，来研究 D [. x }. 

先把一些已知结论总结一下. 

1. D [： r ] 也是个整环， D 的恒等元1就是 D [ x ] 的恒 等元； 

2. 对任意 / Uhdweou ]， 因 d 无非零的零因子，故 

deg 〔 /(;c)g(x)〕= d 雄 /( 丄 -)+ degg-(x). 

3. 若 /(: c )6 D [ x ] 是 DU ] 的单位，由 / U ') gU ) = l 知 
/ U ) 和 xU ) 均为0次，即 D 上的常数多项式， 

f{x) = u, g(x) = V, uv = l. 

故 / U ) 是 D 的单位.而 D 之单位当然是 D [: C ] 的单位.这说明， 
DU ] 和 D 有相同的单位. 

4. /( i )， ff (_ t ) eD [: T ] 是相伴的，当且仅当，有 D 的单位 C 
使 

. fix ) = cg (. v ). 

在初等数学中，已经习惯地把“不含次数更低的非常数 因式” 
的多项式称为不可约多项式.在 D [_ r ] 中,我们把 D [ z ] 的素元也 
称为不可约多项式. 

但是，当 D 不为域时,并不是 D 中每个非零元均为 D [_ rj 的 
单位.例如，整数环上多项式 2 (x + 1) 中，2和 : t + 1都是它的非平 
凡因子.所以，对唯一分解整环上多项式分解问题的讨论要比在域 
上讨论来得麻烦，读者必须注意这个细节. 

本节恒设 D 是个唯一分解 整环. 于是， D 的任意有限多个不 
全为0的元素必有最大公因子. 

定义 1若1是多项式 

/(x) = a 0 + a { x + ■•• + a„3z", a, 6 D 
系数〜，心，…，的一个最大公因子，贝! j 说 /(： c ) 是 D 上的一个 
本原多项式- 

定理 1( 高斯引理〉如果以^:人/^^^都是口上的本原多项 
368 



式，那么它们的乘积 

/(-x) =g(x)h (x) 
也必为 D 上本原多项式. 

证明设 


g(.x) = a u + a l x + --- + a„x n , 
h{x) = b„ + b l x + --+b m x m 
都是 D 上本原多项式.且 

/(.r) = ^(x)/j(.r) = f 0 + <^ + … + c … a- … • 

如果 /( x ) 不是本原多项式，即 c n ，…有非单位 J 为其公 
因子.将 c / 做素因子分解，设 D 的素元 p 是是因子，从而素元 
是 c c , c , ，…， 的一个公因子. 

但是，及 （. T ) 和 /«( x ) 都是本原的，不是 gU ) 系数的公因 f ， 
汐也不是 A (_ r ) 的系数的公因子.必有整数 i,j ® , 〆 )■卜.设 
p \ a 0 , p \ a it …， p \ a r - x , 户 ， 
p \ b l) , p \ b y , …， p \ b ,- i , p \ b s . 

看 / U ) 的系数由于 

( ， r+j = a j 6, ^, •+■ ••- + a r -_6 iM + a r b i 

+ a^yb.-x + + a r+s _,*, + a r + s i 0 

的右端除 aA 外其余诸项中或者 a 的脚码小于 r 或者 A 的脚码小 
于 h 二因子中总有一个要能被 p 整除.又故 p |( aA ). 

D 是唯一分解整环 ，户 为素元，由 §1 之定理 1 知 ，户| 〜或 
/>|6,，矛盾- ■ 

一般来说，如果整环 S 是整环 R 的子环，那么， S 上的多项式 
/ U > 也是 i ? 上的多项式.而且，可能 /( x ) 在 S 上是不可约的，而 
它作为 i ? 上的多项式却是可约的. 

例如，有理数环 <2上多项式 

f { x ) = x 2 -2 

是不可约的，而它作为实数域 R 上的多顼式却有 
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/( j ) = (.r + v 2 )(x - 72) - 

这样，就为我们的研究提供了一个途径.讨论 S 上一个多项 
式/( I )的性质时，先看它在 R 上的性质,然后再返回到 S 上来做 
结论.当然，我们不是对任意-•个包含 S 的整环反都有兴趣，通常 
是要求 R 比 S “更好 

设 D 是个唯一分解整环，第五章§3提供的方法，有域 Q ， 
Q 2 D . 现在,大家只能知道 D [. r ] 是个整环，钽却知道卩[了]是个 
欧氏环， QU ] 要比 DU ] 好. 

命理1设 Q 是 D 的分式域.那么， Q [. r ] 的非零多项式 
/(_ r > 必可写成如下形式 


其中 / u U ) 是 ■ DU ] 的本原多项式,+ & Q . 而且, /„ U ) 在不计相 

伴的意义下是由/( I )唯一确定的， 

证明设 

/(x) = ^ + \r + …+ 〜 * ， ^€Q, 匕式 0. 

do cl \ a n a , a n 

令 a = a a a 彳 •••〜 ，贝！ 1 

/ 〈工〕 = +〔 c 。+ n ): + … + c ^ c " ] , C-, 6 D, (、尹 0. 

再设 C 是 C D , C | ，■■■/„ 的一个最大公因子，于是 

/(•^) + d,x ■! …— d „ x ' ] , d ,€ D , d „^ Q . 

此时，1必为 d l ) , d 1 ，… ' d , 的一个最大公因子.若不然，可设 J 为 
< i « ，…，< 的一个最大公因子， J 不是单位，于是 o / 就是 c „, C| , 
…， c a 的一个公因子，且不是和 c . 相伴的，与 t ■之最大性矛盾. 
令 

/o(x) = d {i + d t x ^ ••• + d n x l - ( ) 
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则 /„ ( X ) 是 /) 上本原多项式，且 

.厂(.[) = s a & Q . 

进 - •步，如果还有 D L 本原多项式力（: r ), 

- j & Q - 

那么研究 D 上多项式， 

l ( x )= fcf „ (. t ) = hag a ( x ). ( * * ) 

设 7 是 Hi ) 的所有系数的一个最大公因子 .（《 *) 表明 / C 是 
/ ) 所有系数的一个公因子.故有 

(/<：)!(/, q = fct , iGD- 

又因为</是/(^，(:^诸系数的公因子，注意 （* )，必有 
fcd 0 = r a q . ■■■, fed ,, = r„q . 

从 ifti 得到 

d n = r »! , r „ t . , 

这说明 r 是 / fl U ) 诸系数的一个公因子.由于 / D (. r ) 在 D 上是本 
原的，故 t 必然是个单位 ./ c 与 g 是相伴的，及是多项式以工）诸 
系数的一个最大公因子. 

同理, h 也是 /(J ) 诸系数的一个最大公因子.从而 / C 是与 
ha 相伴的，有 D 中单位之使 得 /w = e / c •.将其代入 （* •* )，用消去 
律即得 


/c/ 0 (j.') = e/i^n(a-) , / 0 (x) = eg“x); 

也就是说，如果不考虑相伴的元素的盖别时 ,/„($) 是由/(尤）唯 
— 确定的. | 

命题2设 Q 是 D 的分式域.那么， D 上的本原多项式 /( x ) 
在 DU ] 中是可约的，当且仅当， / U 0 在 QU ] 中是可约的. 

证明若 /U) 在 D[_r] 中是可约的，即 /U) 在 DU] 中有 
非平凡的因子 A (: r), 即 /!(.r)l/(.r) 且 AU) 不是 DU] 的单位也 
不是和 /( x ) 相伴的. 
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假设是 y [ j ：] 的单位，那么它的次数必为0,它必为 d 
的一个常数多项式 c ， C ^0 .于是导出，在 D [_ r ] 中， d /(: r ). 而 
/ U ) 是 D 上本原多项式，故 c 为 DU ] 中的单位，与 A (X) 的假设 
矛盾. 

牍设 在 QU ] 中是与 /( x ) 相伴的，即有（.，6€口使 
A(./.•) — bh (.r) = cf(.z). 

若 

f(x) = a n + a,x + ■■■ + a n x n , 

则 1/ 应为 olocu, ，…， ca„ 的一个公因子.但由第六聿 +' 之命题知 
的最大公因子是 c , 所以 & | c - 有£^使6=£^， 

= /i (x) , fix) \h(x) 

导致 / U ) 和 A ( x ) 在 DU ] 中是相伴的，矛盾. 

这说明 AU ) 既不是 QU ] 的单位也不是 / U ) 在 Q [ x ] 中相 
伴的， ZiU ) 在 Q [_ c ] 中是 / U .) 的非平凡因子./(幻在以工]中可 
约. 


反过来，若 / U ) 在 QU ] 中是可约的.设 
' f(x) = g(.x)h (x) , g(x),/i(x)&Q[j：], 

g (:和 /«( x ) 都是 /(_ r ) 的非平凡因子. 

由于域上的非零的常数多项式必为单位，而以幻和 A (: T ) 均 
非零，所以它们的次数均大于0_由命题1知，必有 Dk ] 的本原多 

项式心（文）和/ (0 (工)使 

h ( x )^^- h n ( x ), ^-, y 6 Q . 

于是 /(： c ) = 手 ~-g 0 (x)h l) (.x). 

根据定理1可推出以也是 D 上的本原多项式.再 

据命題1，必有 D 的单位£使 

/(、!:）= €^( j (. i ：)// 0 ( x ). 
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这里 ，印 和 心 ,（.<:) 都是 D 上多项式，均为 /(： c ) 的因子. 
/^(. r ) 次数与 U ) 相同，大于0, A 。 U ) 不是 D [ a :] 的单位. 

也不是环 DU ] 的单位，从而/! 〆 /)在「)[：(：]中不是与 
/ U ) 相伴的 ， hU ) 为 /(. r ) 在 Ok ] 中的非平凡因子.即 / u ) 在 
QU _1 中是可约的. ■ 

汫到这里，我们可以从代数评论上来解释初等代数中一个因 
式分解的方法. 

大家所熟悉的“十卞交叉法”处理问題的步骤是 ：要在 中 
分解多项式 . r : -6 .r + 6, 那么 

CO S 想 i -6=(. r - a )( x -6 )i : 

(2) 看可以取怎样的整数 使上式成立，必须有 

a/) - 6, a 十 6 = 6 •, 

(3) “ 和； ■或为 1和6,或为2和3,但却不能满足 a + b = 
6,因为 1 +6共6, 2 + 3^6; 

(4) 得结论，该多项式在 IU ] 中是不可约的. 

但，在初中的《代数》里，考虑因子分解实际上是在有理数域 Q 
上进行的.上述的4个步骤怎能保证多项式 
f (- r ) — ：j 2 - 6 x + 6 
在 QU _] 中不能分解呢？ 

用命題2,若 / U ) 在 Q [_ c ] 中可约，则 /(_ c ) 必在 I [ J .] 中可 
约，因为有理数域恰好是整数环的分式域. 

在整数环上，上述4个步骤设计是合理的，中不 
可约，保证了它在 Q [； c ] 中也是不可约的. 

例题 1在有理数域上，多项式 / U ) n 4 +3x + 1 是否可 
约？ 

解 我们只要看 / O ) 是否在 iU ] 上可约. 

若 /( a :) 有一次的非平凡因子 

/( 工） = (ox+ b)g(x) 

比较两端系数，必有 a | l , 6| I •，故 ax + b 只可能为 
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两个多项式相差 -1 倍，则是相伴的，故只考虑 

J- + 1 , X - 1 . 

若 /(•!-) =(工+ l ) g ( T ), 则 /(-1)=0,但 /(-1) = - i 故 
( x + m / Cr ). 同理 U - l ) V (_ r ). 这说明 / X.r ) 没有.-次的非平 
凡因子. 

若 /(_r) 有二次的非平凡因子，其首系数必为 ±1 .相伴的可 
以不计, /(X) 必有首系数为 J 的二次非平凡因子，故可设有整数 
a ， b ， c,d 使 

x l 十 + 1 = (.t 2 + + cj: + rf). 

于是下列整数方程组应该有解 

f + c = 0, 

j A 十 d.l ac =0, 

j be -i aci = 3, 

- ■ 但是，这意味着 b , d 同时为1或同时为 - 1，从而6 + 彳二 
±2. 同时 

ac = - a 2 - ~(b + d ), 

导致 fl : = ±2, 矛盾. 

/( x ) 在 I [. r ] 上不可约，从而在 QU . U 亦不可约. | 

命题3 DU ] 中非常数的本原多项式 / G ) 在 D [. r ] 中有唯 
一分解(相伴不计）. 

证明首先证明 /( z ) 必可写成 DU .] 的不可约多项式之连 

乘积. 

当 / U :) 本身不可约时，目的已经达到. 

当 /(. z _) 可约时，它的非平凡因子不能是常数多项式,故必冇 
K (. r )，/; ( j ;)€- D[a ], 

f (- r ) = g ( x ) h ( x ), Kdeg g (. r ) < deg f ( r ). 

再据 /U ) 的本豚性知 # U ) 和 /; U .) 均为 D 「 j :} 屮本原的. 
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如果 gU ) 或 K . r ) 可约，将其分解，有 
f{x) = k{j ： )L{x)j(jr), 

其中和 _/ U ) 都是非常数的本原多项式. 

由于/( I )次数有限，最后可得到 

/(，）= />, “O/^Crh./vCr )， O 〉 

其中是 D [. r ] 上非常数的不可约的本原多项式. 

若，又冇 

/(-r) = <7i(j.)<^('r) … g 3 (x 〉 ( * * ) 

其中％(.*')足不可约的■那么， ％ U ) 必然是本原的.再由 /( x ) 的 
本原性知 V , (._< ) 均不为常数多项式. 

根据命题2, AU )4(_ r ) 在 QU ] 中也是不可约的.但 Q 是 
个域， QU ] 是个 唯一分 解整环.在 QU ] 中看 （* >和 （* * ) ，必有 r 
〜.调整 9 iU ) 的顺序后， A ( x ) 和 QU ] 中是相伴的.设 

q ,u)=-pAx), ^ea. 

( 2 , 

在 Di >] 中就有(据命题 I ) 

g, (j-) = e,/>, (x), 

其中&是 D 的单位.不计相伴的差别, A . U .) 和 9; 卜)是 /( x ) 的 
相同的因子. 丨 

定理2如果 D 是难一分解整环，则 Db ] 也是唯一分解整 
环- 

证明任取 D [： r ] 的 -- 个非0非单位的多项式/(工）. 

如果 /(/) 是非0非单位的常数多项式，即 /(. r ) GD . 由于 D 
是唯一分解整环 ， /U ) 可以写成 / J 的素元的连乘积，也就是 
D [： r ] 的素元之连乘积,且分解唯一. 

所以，我们只需考虑 /( or ) 不是常数多项式的情形.设把 /( ^) 
诸系数之最大公因子提出来， 

/(- r ) = <^( x ), 
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其中 《{ x ) 是 D 上的本原多项式. 

如果 d 是 D 的一个单位，则 /(T) 就是 D 上本原多项式，据 
命题3,它可唯一地分解. 

如果 d 不是 D 的单位，V在 /) 中吔一分解，设 

P , Pz -' !>„ . 

其中 A 都是 D 的素元.同样据命题3， 

g(--') ^ f>, ( r) … 1), (.r), 

其中 ftU) 都是0|_.，:」的不可约多项式.由 _f 户.. lli 是 D「.r] 的素 

元， 


f(j：) = I) 、 PVI> ， „P 、 (x)p 2 {.i )■■■!，,{.,：). 

已写成 / X ： C ] 之素元乘积 形式. 

设 /( a ) 还有一素元积形式.我们总可以调整顺序，让 那些厲 
于 D 的在前，不属于 D 的列后，即不妨设为 

/(:<:) = q f --- q „ qi (. v )--- q s { x ), 

其中 y , & D , ^(. r )$ O . 

这里 9,是 / JU -] 的素元，3 然就是 D 的素元，而 ％( x ) 必然 
是非常数的本原多项式，否则其系数的最大公因子 d 不足单位， 
从 而是免 （: c ) 的一个非平凡因子. 

于是，先由定理1知 

均为本原多项式，再由 


p'U) …! 'Ll' 、 =* ：：： ^ L q 、 U 、 .”q s U) 

和命题 1 知有 D 的单位 £ 使 

(a:)..-/) r U-) = 阶（ X)… y.,(_r ) ， 


e p 、 pz … p 和 = {* *y 

把 D 元唯一分解性用到 （* 上，得 m = 调整顺序后 h 

和 9 ,.是相伴的. 
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把命题3用到 （* y 上，得 r = s , 且调整顺序后 /^ U ) 和 
% (. r ) 是相伴的. 

最终得到 /(. r ) 的唯一分解性质. I 

这个定理的证明比较长， 而且 是步步深人的.定理包括 r 前面 
的命题，通常把前面的命题称为引理，若把它们都写到一个定理里 
就更长 /. 

回过头来看这节证明的基本思想，关键是把 DU ] 中的素元 
分成在 D 中的 （常数多项式> 和不在 D 中的（非常数多项式）两 
类，从而引出了本原多项式概念. 

处理多项式可约性问题还有很多具体的技巧，初学者难于想 
到，我们再举几个例子，把它们作为习题留给读者似乎太难了. 
例题2设 /) 是个唯•-分解整环， Q 是 D 的分式域， 

/( r ) = a „ *- ••- + € D[x ] , 

如果 / U ) 在 Q 中有一个根 ； *,1^0,面且《和。互 
素，那么 , u \ a 0 , v \ a „. 

证明将代人 /(X) 得 

f ( ulv ) : = a n + a 、（ ulv ) + “- + a „( ulv )”= : Q . 

把上式两端同乘 V ，得 

a 0 v " + rti nv "" ' + ••• + a„- t u "" 1 x > + a „ u " =0. 

上式左端除第一项外，其余诸项均含 U 因子，故亦必有 
ul ( ap "). 由于^与^互素，“与/互素，必有 u \ a 0 . 

对称地，看等式左端最后一项 a #”， 可以证明 uU ". | 

例題3用 p 代表环 I 到环 I , 的同态映射.若 a Gl， a = 
QP + r , 0< r </>, < p { a ) = r " ，现设 p 是任意取定的一个素数.对 
任意一个首系数为1的整系数多项式 

/(x)=a 0 + … + /eiu. ； i, 

得 I ,上多项式 

f (. i ) — ( p { a ti ) " + … + l ’. r ”. 
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证 明：若 /( J ) 在 I , u _ l 中是不可约的，则 / U ) 在 I [ x ] 必然是不 
可约的. 

证明若 /(_ c ) 在 IUU •.不是不可约的，设 / UhgCcMU 〉， 
it(x) = b 0 + ■■■ + x m , 0< m<n 

) = t' 0 + … + ? ， 0< k<n, 

那么 / UHjUX . v ), 其中 

h(x) = f(bj- I- ■■- — I’ 
g (, r ) = f ( c )p ) ' + ... H - l*y 

都是 / U ) 的非平凡因子.矛盾 . I 

例如，证明多项式 

/(-7-) = .^ + 9.<"' + 6.r 2 +3.r 4 1 
在 l[.r]「"i • 不可约.取 /> = 3 ,由于 <p(9)~f(6) = p(3) = 0 •，故 
/(7：) = T .r 4 M'. 

观査 /(. x ), 它不能有一次的因式，因为 l 中任意元 o'r , 2 ■代 
人 .? U ) 都不为 (T . 

如果/( X )能分解成二次因子之积.因其首尾系数均为广，其 
分解只能蕋 

.r ： 4 + r = (,.r 2 + (!T+ 1 ' )(.r ： 十 Ar H I ') , 

或者 

^ J + r -(. r 2 + i /.r + 2 ， )( x 2 + ^- + 2 *). 

计算各项的系数.应有 

a 4 6-0' , ab+2' =0'. 

由于 =( T 意味着 M = l _ ，从而 a 乃必同时为 1/ 或同时 
为 2. ，故 a + 6 关 tr ，导出矛屏. 

同理 a. 4 + r =(x 2 + c/.,: + 2 - )(.r 2 + k.r » 2') 亦导出矛盾 . 
例题 4 设 D 是个整环，那么 

/( .') = .， + U ,: 丨？ …+ … + l € D [. r ] 

在 D[.r ] 中不吋约的充分必要条件足 
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g(:j') = -t- (3 1 r" 1 + … + u ， ,- 卜 r + f) [: r] 

+ 在. DU ] 中不可约. 

证明若有 Mj :)， M . t ：^/(： c )=/ iU ) M - T ，， 

/i ( jt . ) = b '、 x m + ••- + b „ , !<?//<«, 

M.r) = <:_，.〆 +•" + <；',, 1< l< n . 

那么， 6„, c _, = L , L 和 r , 均不为 0 .从而 

pLl) b m .r m + … + 6 n ， 
qi . l'l = Ct.l + 

之次数分別为 w 和 / ，且只 （+r ) = /) U ) y (.x ). 这说明，当 /U ) 有 
非平凡因子时， gU ) 必有非平凡因子.对称地，当 g (. r ) 有非平凡 
闪子时， / U ) 也必然有非平凡因子. I 

习题三 

1. 证明： 多项式 _ r 4 + 2 r + 2 在有理数域 Q 上焉不可约的. 

2. 设户是个素数， /(. r ) 1[又-]， pf { x ) =^(. r)/i (_ r )， 而 

]i 的首系数不能被 p 幣除.证明的每个系数 均能被 /•整除. 

小 结 

由整除问题引出的一系列概念，如整除、相伴不可约元、素 
元、因式分解、唯一分解性、最大公因子、互素、主理想整环、欧氏 
环、髙斯整环、本原多项式等等，在代数学的发展史 t 都出现比较 
早，起过重要作用. 

整除问题起源于对整数性质的研究，整数当然邊人类最早知 
道的 “数' 整除问题后来又被推广到数域上的多项式问题的研究， 
它与解方程问题密汸相关. 

所以，如果随时注意整数和多项式的性质，对 T 扛草内给出的 
众多新概念就不会感到太突然和太陌生.有些命题、£理和习题的 

庄明也鱿 显得相 3自然厂 
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所以，学好本章内容的徒径就是对毎个新概念、新命题都要对 
照地想想它在整数环上应当是怎么回事，在数域上的多项式环中 
又是怎么回事，分析其异同.温故知新，在分析和借鉴的基础上前 
进,事情总会好办一些. 

本章有一二个定理的 iiE 明比较繁复.读者应该先看一下证明 
的大致步骤，弄清每一步要解决的问题，详 细的计 算可以先跳过 
去.然后再分段那些精细的汁算，具体弄懂那些系数、数码、方次等 
等.开始时因符号太多看起来容易眼花缭乱抓不到要领，反复几遍 
躭觉得所要做的事情并不太多.实际上，学习《抽象代数学》最基本 
的困难不在这些计算性的证明上，只要花工夫，可以相信,这些篇 
幅长的定理是能被读者接受的. 

关于具体的长除法 、求 最大公因式等，希望读者能把书上的每 
个例子和例题都看懂，但不要求读者能熟练地去计算和判断是否 
可约等等•出于这个目的，本章的例题较多，供大家看，而留的习题 
较少，即不要求大家熟练各种 i 十算方法. 


复习题 

1. 问，在1 5 1>；]中多项式 j . 2 + r +.r + l s 不是索•元？ 

2. 在 I 2 u ] 中求 

f{x) = x s + + J ■ , 沒 (_ r ) =_ r 5 + +1 • 

的一个最大公因子 d , 并找出 + = 

3. 设整环 D 对于映射 d 是个欧氏环，而 c 是个正整数，对任意^白^, 
令 </'(•!•) = </(>)+ c . 则/也是 D „ 到 I * 的映射，且 D 对于 t /' 也是个欧氏 
环. 

4. 设 D 为整环， a , 6,(?， r 6 D , 且 a = 6 g + / •.证明 :若有 则 |a 

且以1&的充分必要条件是 d |6 J 4 d | r . 
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第七章域的扩张 


这一章讨论一个域和它的子域以及它的扩域之间的关系. 

学习群论时，重 点讨沦 正规子群而不是一般了系^学习环论 
时,重点讨论环的理想而不是一般子环.那么，是不是由为域不含 
非平凡理想，而只好研究它的子域呢？ 

研究域与其扩域之间的关系不是仿照群论或环论进行纯理论 
推演，历史上,它来自于处理“解方程问题”. 

一百五十多年前,伽罗华 ( Gabis ) 首先利用域的扩张理论探讨 
了“关于用根式解方程的可解性条件”，为现代抽象代数学的发展 
奠定了基础.他的天才思想和巧妙方法透彻地解决了使很多大数 
学家伤透脑筋的“根号求解’ V ‘用规尺将任意角三等分”等大难题. 

本章内容是域论的基础知识 > 有了这些知识和技能训练后，有 
兴趣的读者再去钴研 GaWs 理论及其应用，就容易多了. 

在这一章里，需要反复使用多项式、剩余环等工具，而这些东 
西是分散出现在第四章至第六章的.读者学习本章之前应该把上 
述三章好好总结一下. 


§1单纯扩张域 

我们知道，如果 F , E 都是域，而 F 是 E 的子域，则说£是 F 
的扩张域，简称扩域. 

复数域是实数域的扩张域，复数域和实数域都是有理数域的 
扩张域. 
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任何 域都差 其素域的扩张域. 

定义1 戈£是 F 的一 个扩张域， S 是 E 的一个子集，由 
f ' US 在 E 中亡成的子域，记为 F ( S ), 称为是 F 上添加 S 得到的 
E 的子域•当5 = ，丨时，记 F ( S ) = F ( a ,, a 2 ，-, aj . 

当 E = £是 F 的一个单纯扩张域，或说£是 F 的一 

个单纯扩张. 

例如，复夢域 C 是实数域 K 添加 - 个复数 i = yq 而成的， 
故 C = R ( i )- 

现在看 R 的单纯扩张 K (2 + v ^3：). 由于 

2 + v ^-"3 = 2+ v / 3 i € R ( i ), ' '； 1 . 

所以 R (2 + /1) GR ⑴.另一.方面， 

i=C(2-f/3i)- 2}---GR(2 + v^3) 

v3 i. ■ 

知， R (0 GR (2 * •、/"二―；^).故 R ( i )=. R (2 + v ^). :， 

.. 这蟬吗,卩 I 一个域上不同的添加可能得到相同的扩张域 . ， 
为了弄请域 F 上单纯扩张 K = F ( a ) 的结构，让我们回忆一 
下第五章备 4 绐出的了个环的同态睐射 

.. ( p :/ iu -)-* f ( a ), a€~E 

即 / . 

;； '；f - 供 iflg + ar.rL •.… + a v 』 " 一 »M«.+ 4i i ^+ — +.a )I fl", 
iS 是环 _ F [,: 」到£的~个环同态映像.把官的像 tmg (穿）记为 
F [ a ], 即 

F[«J=|/( a ).!/(x-)GF[x]j } 

或直接写出来.就是 

' -尸上分]=+ J 7 L « + …+ <7„(2’| 任意 a 。 》…，<2„ . 

命理1设 F 是个域， E 是 F 的单纯扩张， E = f ( a ). 那么， 
或者 E 同构于分式域 FU 1, 或者有 FJ : 的不可约多项 
式 PU ), 使 . - 
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F ( a )^ F [. v ]/( p ( x )). 

证明看 E 的子集， 

S = \ f { a ) g ( a ) GE |/( x ),^( j :)6 F [. c ], . 

任取 S ] , s 2 S , 设 

S | =/i ( a)gi ( a ). 1 ， /, g ,{ a )^0, 

/：(«)^：( a )"' . / 2 (- r ), g - 2 ( j：)^f [- r ]. g 2 ( a )^0. 

在 E 中运算，有 

•Si _ S 2 = If \{ a ) g z { a ) - flia ) g 2 ( u ) y ', 

其中 gi ( u ) i T 2 (a )声0，故 Si - s 2 € S . 同样 

■' 1*2 = [/, (a)/ 2 (u)K£i (a}g 2 Co)3 _l , 

其中 g , (a ) g 2 (a )^0, 故 5 ( 5 2 6 S . 

进一步，若有 s ^ S , 

s ~ f { a ) g ( a ) ' 关0， 

那么，在域 £ 中， /(«) 乒 0 .从而 

厂 、 gU )/ U )- ] es . 

所以， S 是个域. 

如果义是£的一个子域， FUU 丨由于它是个环，所 
以，对任意 a 。 ，…， a » € f ,必有 

a 0 + a "* — + a n a n S' •, 

也就是对任意 /( defU ], 必有 / u ) es ' 若又有 gU)e 
刊 X ], 那么 gU ) GS •.而 S ’ 是个域，所以，只要 g («) 尹0,则 
f ( a ) g ( ar ' eS -. 

这说明 ， S £ S ' 由于夕是£的子域且包含在每个含 FUUt 的子 
域中，故 S 就是 E 中 FUU ! 生成的子域 F ( a ). 

进一步现察 S ._ F [ a ] 是 S 的子环，而且 S 是 E 中包含 F [ a ] 
的最小子域(任何子域含 F[a ] 则必含 S )， 据第五章§ 3之例題1 
知 S 是环 FU ] 的分式域. 

再来硏究环 _ FU ]. 由于 9:/( x )—/ U ) 是环 F ■[: c ] 到 FU ] 
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的满的环同态，据环同态基本定埋，应有 

F [ a ] ^ F [ a- ] /Ker^>. 

这样一来， FU ] 的结构就决定于 FU ] 的理想 Ker ( P ) 了.由 
-T F [. r ] 是主埋想环，必冇 F 上多项式/ > U -) 使 Ker < p ^( p ( x )). 
因为 F [ a ]^ E , E 是个域，故 FLu ] 不含非零的零因子，从而环 
/■M/Kerb) 亦不含非零的零凶子，据第六章§2之命题2, 
或为；多项式，或为 F [. r ] 的单位（非零的常数多项式）或为不可 
约多项式. 

若/，（.，_)为 F [ x ] 的电位，那么（ 〆 _!：)) = F [^], p 为零同 
态，矛盾.故我们只需分别讨论以下两种情形. 

若 / •(.) )-(), Ker(p)= |0!，则打工]兰打(1]，由第五章§3 
例题1知 FU ] 的分式域/ arf 同构于 F [ a ] 的分式域 S = F [«]. 

苦 PU ) 是 F 上不可约多项式.那么，环本身 
已经是个域(此时 OU )) 是 F [. r ] 之一极大理想），而 F [ a ] 同构 
于 F [: r ]/( p <： r )), 所以 F[<i j 本身是个域•由于 FU ) 是 E 的含 a 
又含 F 的所有子域之交集，故 F [ a ] CF ( £ z ) QF [ a ], F ( a ) = 
FU ]. 最后知道 F («) 是个域，且 

F(a)^Flr]Kp( x )), 

其中 M . f ) 是 F 上不可约多项式. ■ 

这个命题告诉我们，给定了域 F , 它上面的单纯扩张只有两 
种.那么，这两种之间的差别是怎样造成的呢？关键是映射 
p:/U)-*/(a) 

的核 . KerpHO ! 意味着对任意非零多项式 /(_ r ) 都有 /( a )^0. 
Ker 9>=|/> U )| 意味着，有 F 上的不可约多项式，使 

(1) p(a)-0-, 

(2) 任意 g ' GWf ' tj :], 若 g ( a )=0, 则互 (, x )6( p (_ r )). 

定义2设域£是域 F 的扩张域， a G £. 如果有 F 上非零多 
项式 /(J ) 使 / U ) = 0, 则说是 F 上的一个代 数元； 如果对 p •上 
的任意 一 个非零多项式 / U ) 都有 / U ) 尹0,则说 a 是尸 i ： 的一 
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个超越元. 

命题2设 E 是域 F 的扩张域.如果是 F 上的代数元， 
则必有 f ' 上不可约多项式 〆 . r ) 使得 
(!) / >(“）=0; 

(2> 任意 /(_ r )6 Frx ]， 只要 /( a 〉=0, 则 / u .)6( 户 （工〉）， 
即 ptr )\ f (. r ). 

证明若“是尸上代数元，®“.,.）^?^;*:]， g < a .) 垆0且 
gU )=0 .这说明《不是 F 上的超越元.由命題1的证明巧'看出 
<p-.f(s > 一 /( a ) , /(x) G F[_r ] , 

Ker( f )^|0 i . 那么，必有4、可约多项式 /； U ) 使 
Ker (炉）= (p(x)). 

它等价于 /，（ x ) 满足 （1) 和 （2). | 

当 a 是 F 上代数元，满足命题2条件 （ U 和 （2) 的不可约多项 
式 PU ) 就称 为是“ 的一个极小多项式，或最小多项式. FU ) 称 
为 F 的单纯代数扩张，它同构于域 F [ x ]/( p ( x )). 

例如，实数域 R 中,是有理数域上的一个代数元，因为它满 
足 Q 上多项式 

f { x ) = j ： 2 -5 - 

所以,(?(乃)是 Q 上的-■个单纯代数扩张. 

下面来说明 . r 2 -5 是 Q 上不可约多 项式. 在第六章§ 3,我们 
已经知道， P -5 在 Q 上可约当而且仅当，它在整数环 I 上可约， 
作为 I 上多项式, . r 2 - 5如果是可约的，不计单位（即 ±1) 的差别， 
它只能写成 

- I ' 2 -5 = (.r + a)(x + A ), • a ,6 Gl . 

从而要求 a + 6 = 0, ab = -5,这在整数环 I 上是办不到的.所以， 
x 2 -5 是 Q 上不可约多项式. 

事实上，知道满足不可约多项式/ -5 即可认定 P -5 是 
A 在 Q 上的一个极小多项式 . o ： 2 -5 满足命题2条件（2)是已然 
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的.因为，当知道 V 3 满足？ -5 后，即知 V 5 为 Q 上代数元.从而必 
有极小多项式满足 （1) 和 (2) .从而 

X 2 -5^:( , p ( x ) I (, r 2 - 5) - 
但 /， U ) 与； r 2 -5 均不可约，它们必然是相伴的， 

(- r 2 -5) = ( fix ')}. 

推论1如果 a 是域 F 上的代数元，那么 ， a 在 F •上的各极小 
多项式都是相伴的. ■ 

事实上，《的每个极小多项式都是不可约的，而且要相互整 
除. 


推论2设 FU ) 和 F ( A ) 都是域 F 的单纯代数扩张.如果 a 
的极小多项式和6的极小多项式是相伴的，那么 F ( u )^ F ( b ). 

证明设/ > U )6 F [ x]S «的一个极小多项式，由于6的极 
小多项式是和 p (: c ) 相伴的，所以也是6 的一 个极小多项 
式. 


看命题1的证明，计算映射 pgU )— g ( a > 的核.由于 p ( a ) 
= 0 ,a 对任意 /( defU ], 只要 /( a ) =0,则必有 fix )^ 
( Mx )), 故 Ker 史= (/)(_ r )>， 且 

F[aj=F(a)^F[x]/(/.( J ;)). 

同理，又有 

F[b]^F(b)^F[x]Kp(x)). 

所以， F ( a ) 兰 f (6). I 

现在,我们反过来问，给定一个域 F •后，对 f •上的一个确定的 
不可约多项式 f (：0, 是否一定有 F 的单纯代数扩张 FU ) 使得 
F(a)^F[j ： ]Kp(x)) 

成立呢？回答虐肯定的. 

定達 _1 设 F 是个域，/是 F 上不可约多项式.那么，必 
有 F 上的一个单纯代数扩张域 F ( A ) 同构于 F [： c ]/( p ( x ))， 且 
M ： r ) 是 A 在 F 上的一个极小多项式. 

证明仿照抽 象定义多项式的方法，看形如下的表达式 （„ = 



degp (. r >), 

其中 “ n ， ai ，…， 《„.,e F . 规定，当 a , =0 时，表达式中可以 
不写； 表达式 （*) 和表达式 

( * * ) 

相等，当且仅当心=〜，…，6„ _, = U „. , . 

所有这种肩达式的集合记为 E . 

据第五葶§4命题6,域 FUlMpCaO ) 的每个元素可唯一地 
衷々、成 ， 

Cn + t ： 1 x + ••' + c ^- i . r "" 1 + ( p ( x )). .. 

述立映射 , 

史 ：〜+ …+ ^,/-】 + ( 夕 （ : C))—f 0 # …拌 c„_, 厂 - 1 ， 
这是域 FUl / CMx )) 到集合 E 的一个映射，而且是个双射，它有 
逆映像^ . 

现在来“硬性”规定 E 上的运算使其也成为一个域..任取 a . 6 
ere . 由于 P 是双射，必有唯一确定的 a . ，(/€: F [ x ]/( pU )> 使得 
cp { a ') = a ,< p { b ， ) = b . 

我们定义£上加法， 

a^r b ~ tpia " b ') = < p { f ' 1 { a ) + < p ~' { b )) , 

和乘法 

aQ)b = ^{a • b ') = cp {< p~ l { a ) < p ~' { b )). 

很容易验证 ( H *) 是个域.而且 F [_ r ]/( P U )) 同构于 [ 细节 
的验证是机械的、容易的.可以仿照第三章§2之例題7进行. 

注意，形式表达式 ， 

ao 拉 a | A # …# a „- iA " 1 
中等于0的化可以不写.所以，对任意 0[) 6尸， 

即 F 是£的子集.而且，对任意 
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= < p [ 9 •(&)〕 <#的 定义） 

= + 6。〕 （史的定义 } 

= “o + V (9 的定义） 

同理可证，知©/;„ = <2,,%.这说明 F 的运算恰好与它的元素在 E 
中运算一样.所以， F 是 E 的子域. 

因为 E 的每个元素 

« 。拌 … …# a”-,〆 -1 .....'」..•，+ 

恰好等于〜，… A ，•__，《,, y 〃的和 ，而且 E 已经是个域，故 EE 
尸（久），进而£ =打_0. 

把 E 中元素 

A =0 林 UttOA 2 #，..#。，' 1 

代到 _ F 上多项式 pU ) 中，记 + 可知 
p(X)-^(tp(.r + I)). 

而 p 是环同态映射，故 p(rp、x + I)) = <p{p(x + I)) . 而映射 a : 
x-^x + f 是自然同态，〆.：(.+ f) = 〆•!：）+ r= f .所以， 
/ j ( A )~^( p ( x +/)> = 93(/)=0, 

即 A 满足 />(•!•}. 因为 p { x )^. F 上是不可约的 ，^>( x ) 必为 A 的一 • 
个极小多项式. | 

对于域 F 上单纯扩张的另一种情形, fU ] 的分式域 FUI 为 
蟫 , k 

F ^ F [. T ] eFU |, 

Fid 就 gF 的一个单纯扩张域，: r 为 F 上的超越元 . F 彳: c ] 是 F 
添加； c 所得的扩张域，故 

F(x) = FUI- 

这两个符号就是一样的了(见第五章 §4). 

例 题1 证 明：域 1 2 上多项式 l + ： r + x 2 是不可约的，给出1 2 
的一个单纯代数扩张£， 
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E^I ： /(t+x + .r ? ). 

证明因为 r +、r + a _ 2 是1 2 上的一次多项式，若可约=则必 
表成2个一次多项式之积4上的一次多项式首系数均为广，故 

/;( r) = j- 2 + .r + 1 " = (x + a )(.r + i). 

于是应有使 〆 《) = 々 （- “）=0 •.但，这是不可能的，因为 

p(o-) = r , 々 (i-) = r. 

由于/ + .r + r 次数为2,令 

E= 10M' ,A,1* ti A|. 

建立映射 f . F [. r } Kp ( x ))-* F ., 

(pu)) ， r +( / >(x))-r , 

x + ( [)(x))--X , ( 1 * + x) + (p(.i:))~*l H 

然后，规定，右面 t ' 中元素“按照”左面元素在 F [ a ：\ nt >(. r )) 
运算实行运算. 

如，计算 r ft ( l * # A ), 先看 

r +(户(乂 )） t ( i * + x ) + ( p ( x )) = x + { p ( x )), 

故知 1* #(1* « A ) = A . 

又如，计算 （1 ‘ # A )(1 3 4 U 〉, 先看 

〔（1. +: r >+(/» U ))〕.〔（ l . + x ) 十 （户 U ))〕 

=(T +x)(V +x) + (pU)) 
W +?)+(々<. x )) 

= j •十 （1* - i-a + x 2 ) + (/>( j .)) 

= X+(p(.7：)). 

从而 (1* ttA)(T # A )= A . 

具体列出 E 的加法表和乘法表 


* 

0* 

r 

A 

r 

0* i 

0* 

r 

A 

r 姑入 

r 

r 

0* 

1* 

A 

X 

X 

1* «A 

0 

r 

r #a 


A 

r 

0 
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O' 


r 


~ 0* 

0 ， 

cr 

0* 

o* . 

r 

o 4 

r 

A 

1*#A 

A 

0* 

A 

n 

r 

n 

r 

r ha 

r 

A 


从定理 1 的证明和洌题丨的具体计算都可以看出来 +, E . 的元 

素 A 汙号的选择是无关紧要的，关键是它的运算. 

比加，对 f Q L 的不可约多项式 2-2 和 P 那可淨 ： ' 
E= [aX-y b\a , 6&.Q| ； , , 

它按不冋的办法定义运算后 ：r \ + : 

上 FU ]/ f ，. : /= C ^ r 2>>. J * .. 

(E, + , ] = (x 2 ~5). r - 

取两个元 # 1-2； U 2 + E , 计算 .. I ： H . 

.((1 / 3 + [(2 +^)+ /J 

^ (1 -2x)(2 -f .r) + } 

= (2-3x-2x 2 )-i- 1 
= (-2-3.r) + /, 

所以，（1-24)«(2 + ；0=-2-：^.而 

= (2-3 x -2 x 3 }+7 
= (-8-3 j :)+/， 

从而 ( l -2 A 〉.(2+<0= - 8-3 A . 

如同在多项式理论中文字 i 的 选钵无 关‘紧要一样，我们也可 
以不让 A 出现,用抽象形式做出域上某个不可约多项式的单纯代 
数扩张域. 

例1把有理数域 Q 中的每个数 a 换个写法，记为 （ a ，0)， 其 
中0就是数零.于是 t Q 可以看成是集合 QX Q 的子集 • 

现在 QXQ 上定义运算，对任意 
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{u 、 h) ^ {i f d)- {a + c yh ^ d) y 
(a jb)*(c ,d)= (ac ^ 2M^<ui be). 

下面来说明 ( Qxq ，+，•） 是个域. 

首先，建立 QU 〕 到 QXQ 的映射，(壬取 /(. r )6 Q [ j : L 用 
a - -2 除之，设为 

/( 、2 > = q(.r)(.r 2 ~2) + bx + a t 

其中 q ( x ) eQ [ x ]. aJ >^ Q 由于 hr + ^ 足带余除法的余式，是 
由 /U ) 唯一确定的，从而元素（《，/;)亦由 / U ) 唯一确定.令 
f : /( x ) -** ( a , 6 ) , 

则 f 是 QU ] 到 QxQ 的一个映射. 

其次，可以断言为环 Q 〔. t ] 到 ( QXQ ， + ,•) 的同态映射.任 
取 ./(-*• ), g ( j :) GQ [ a 」，设 

f(x) = g( r )(.t" -2) + fer + a ， 
gix) = p(x)(x 2 -2) + cir + c. 

那么， 

/(.2：) + ^(x) = g(^:))(x' -2) 4 (A + + ( a + c ), 

f(x)g(x) = t(x)(x 2 - 2) + (t>x ^ a) (dx + c) 

=t(x)(x 2 -2) + bch: 2 + (ad + bc)x^ ac 
~{t{x) - dd)(x 2 -2) + + dc)x + (ac 十 2bd). 

从而有 

<p(f(x) ^ g(x)) = (a + Cyh^' d)-{a,b) ^(c t d) 

=<p(g(x)). 

周时 


<p{f{x)g{x)) 

= (ac + 2 bd ， ad * bc ) (据 p 的定义和 （* ) 算式） 
= ( a,6)-(c , rf ) ( QxQ 上乘法的定义 > 

〔/( J )〕?5〔£( x )〕. (p 的定义） 

最后，很容易看出 p 是个满射，因为 

f〔Ax + a 〕= (a ,6). 
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据第四章 §4 例题6,即知 （ QxQ ，+ ,•) 是个结合环 .（0, ⑴是 QX 
Q 的零元，（1，0)是恒等元. 

要证明 （ QXQ , 十，.）是个域，可研究 p 的核.由于 7( x )6 
1<打（90必要而且只要〔.7： 2 -1〕1/0)，故 
Ker ( 9 =)-( x 2 - l ). 

由环同态基本定理知 

(QxQ, + ,.)=Q[^]/(x 2 -1). 

二 W 为 .i 2 - 1 愚 Q 上的 不玎约 多项式，所以，环 （Q X Q , + , •) 是 
个域. 

开始时我们就说过， Q 可以视为 Q X Q 的子集, 元意 a . 与 
(«,0)是冋一元素之不同记法而巳.故， （ QXQ ,# v ) 彘 . Q 的一个 
单纯代数扩张. .. <J .. 、， 

再来看 QXQ 的元素 （0,1) .将其代入到兑上多项式/ -2 
中去，得 

(0,1) 2 -2(1,0) 

=(0, 1)-(0,1)-(2,0) (QXQ 中运算） 

=(2, 0)-(2,0) (乘法定义） 

= (0,0). (加法之定义） 

也就是说 (0,1) 满足 Q 上不可约多项式: c 2 -2. 

由于(0,1) 2 = ( 2 ,0)，按习惯，人们把(0,1)记成乃.于是. 

QXQ-Q(-/2). | 

这个例子中完全不必选择不定元^的符号，也不必选择添加 
元 A 的记法•因为，在多项式理论的讨论中，我们已经看到，不定 
元 _r 只起栋记各系数位置的作用.如同在第五章§4例4的做法 
一样，用序列记多项式，那么，在研究域的扩张时，也可以回避工 
和; I 等记号. . 

这可以再给一个差不多是重复的例子. 

例 2 把实数域 R 中元素 a 记为 U ,0), 其中 0 是数零. 

对 RXR 中任意元 （ a ，6) 和 （ c ， d ) 规定 
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(a ,b) + (i ,d) = (a + c ,f> + d), 

{a ,b)-{c ,d) {ac ~ bd ,cmI + be). 

则 （ K；< K ， + ， • ） 有了两个二元运算 . 

建立 R[x] 到 KXR 的映射若 /U)GK[.r ]， 
f(.T.) = q(.i)(.v 2 I 1) I bj ： + a , 

其中 ( 7 (_ r ) 6 R [. r ], 规定 

p:/( x)~*(a,b) 

则 f 是 RU '] 到 KX R 的一个映射，而姓是满的. 

如果 f(x) ,g+(_t) 6R[.t] , 

f(x) = qU)(x 2 + \)-i-bx + a, 

= />(.r)(x 2 + \ ) +dx-*- c, 

那么，可以算出（读 # 应仔细计算之） 

F 〔 /(-r) + )) = (« + r ,i <0 = y 〔 /(.r )〕 + pCg-(-r)], 

(plf(^ ： )g(-t.)) = (ac ~ bd ,ad + bc) = p〔/( ■!) 〕 沪 〔 g ( 工 > 〕 . 
于是知 ，（ RX ： R, + ， *) 是个环 . 而 Ker(p) = (x 1 + 1 )， 再据环同态 
基本定理，立得 


RXR 兰 H 2 +1). 

由于 P + 1 在实数域上是不可约多项式，所以 （ RXR , + ，-) 是个 

域. 


进一步，由于 R 中元已记为 U ,0) 形式， K 是 （ RXR , + , •) 的 
子域 .R X R 是实数域 R 的一个单纯代数扩张. 

(0,0>是1^1{的零元，（1，0)是1^1{的恒等元.且 
(0，1) 2 + (1,0) -(~1,0)+ (1,0)-{0,0), 

也就是说， KXR 的元素 （0， U 满足 K 上的不可约多项式 J +1. 
从而 RXR = R ((0,1)). 

习惯上，把平方等于数 -1 的复数记为 i 或 

RXR - R ( i ) = R (^ l ). ' 

我们得到的扩张 RXR 就是复数域. 
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由于人们在初等数学中把多项式写成带有不定元形式，+书 
卍文亦遵从此惯例. 

定理2设；：是域 f ■的-个扩张域.，那么， 
F(S)iT) = F(S\jT). 

分析 HS ) 是域 F 添加的子集 S 后得到£的子域.把它 
再添加上 T , 得 此子域包含 _ F ， S ,7~, 从而它包含了 £ 
屮由 fusur 生成的子域 F ( sU : r ). 

关键是要证明 FiSXT)^F(SUT). 

证明因为 SeSUT , 故 

F(S)CFCSUT). 

这说明 F ( S ) 是 F(SU 丁)的子域，且 7' CF ( SU 7')， 从而 

F(s)UrciT(sy T ). 

而打5)(了)是£中包含 F ( s ) u ： r 的所有子域之交集，从而 
F(S)(T}£F(S\JT). 

这表明 

F(SUT) = F(SXT). I 

推论设 E 是域 F 的一个扩张域, . a ,，.... AGE . 那么 

F(a t | 

例« 2 设 F 是个域.给出 F 中由元素〜，^，…，〜生成的 
子域 S 的元素表达形式. 

解设 P 是 F 的素域，那么，屮是兮的子域, S 可以看成是 P 
添加而得，即 

S~P(a, ,a 2 ,--,a„). 

由第五章§4知 P [ ai ，〜 ，…, a „] 是 jr 的子环， 

， … ， a„]= !/(«!,■--,a n >|/(x, ， … ， x n )GP[x t ]| . 

所以，，…， a , ]的分式域 

D(a〗 ，…， aj = )gUt ，…， )- 1 丨 

/ g(a, ，•- -, o n )#0| , 
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必包含在每个 含 a , 的子域中，它就是由 《i ，…，〜在 F 巾 

生成的7域，即 

D(a, ，•- '.a, )=P(a, ) • I 

习题一 

1. 仿照命题丨证明中的方法，设 F 是个域 ， E 是 F 的一个 扩域 ， a G 
£,规定 

则得 F [ J .] 到 t ' 的一个环同态.在下 列情形 ，求出 Kerb ) 的 丰成元 （因为 

F [. r ] 是生理想环，核 KeKcO 是 FO ] 的理想，从而必由某多顼式生成）. 

1 . ♦ 


(a) 

F-Q, 


a -0; 

(b) 

F = Q> 

E = Q, 


(c) 

F-Q. 


a = ^ ; 

(d) 

F-R, 

f: 二 C, 

a = 

(e) 

F-R, 


a — — \. 

2. 

设； ：是域 F 的扩域，那么， F 和 a+ 在 £# ■生成 的子环 FO 


等于 F 和《在 E 中生成的子域 FG ) 的充分必要条件 : 是 a 为 F 上的代数元 

3. 证明： 方)是 Q 的单纯 扩张. _ 

* , 

§2有限扩张 


比单纯代数扩张略复杂,本节将讨论域的有限扩张. 

熟悉一般域上向量空间理论的读者会发现，这里给出的某# 
新概念与向量空间理论中一些重要楢念是二致的 

为了不加重那些没接触过一般域上线性代数学的读者的颔外 
负担，.也使本书能自成系统，不节外生枝，我们还是不釆取从外书 
引用概念的办法. 

定义1设£是域 F 的扩张域.说£中元素…，是 
在 F 上线性相关的，如果 
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(1) a, ,a 2 ,---,a„ 不全为 0; 

(2) a, U[ + a 2 u 2 + - u„u n =0. 

如果 W| , U 2 , 在 F 上不是线件相关的，则说它们是在 F 
上线性无关的. 

例如，实数域 R 中的1，2 和2 -在有理数域 <3上是线 
性相关的•我们取〜=1/4, a 2 = l /4, a 3 = _1,它们不全为0,但 

-1 -H 士 (2- i /^) + j (2-/3) =0. 

命题1设£是域 F 的一个扩张域.如果 ae £ 是 f 上的代 
数元，那么必有一个正整数》使得 E 中元 
l,u , a 2 , a " 

在 F 上线性相关.反之亦然. 

证明如果《是戶上的代数元，那么必有 F 上的非零多项式 
/(.>：) =a n f a,x + ■■■ + a„x n , n„^0 

使得 / U ) = 0, 也就是 

«(i' 1 + flj a + a 2 a 2 + ••- + a„a = 0, 

且〜关 0. 这说明1,«,•••, 〆 在 f 上是线性相关的. 

反之，若有正整数《使得 1, U ，…， 〆 在 F 上线性相关，即有 
不全为0的 a n , rt | , 使得 

• 1 十 … a •卜 ••• + a K a n -0. 

那么 ，/ (x ) = a a + ai x + — + a ^ x " 就是 F 上非零多项式，而且 

a 0 .1.+a 丨 a + …+ a〆 =/(a ) = 0: I 

为了应用方便，我们对“不是线性相关”的意思解释一下. 

E 中元素〜，•••，《„在尸上线性相关是说，它■们的关系不一 
觖，能找到 P 中《个元素 a ,， a 2 ，…，使得以下两件事同时成 
立： 

(1) . «i , a ' i ，“，，0^ 不全为0， 

(2) a! «! + ••• + a„u„ =0. 
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那么，若称《|，，…， ",， 是线件无关的，即指 "i , u 2 ， 

不是线性相关的，就是说，对于 …， 化，…，^，找不到卩中《个元 
素，能同时满足条件 （1) 和条件 (2) .换言之，你任意取 f 中》个元 
素…，…， a „ 都不能同时满足 （1) 和 （2), 又等价于说，任取 F 中的 
«个元素只耍它满足 （1) 就一定不满足(2〉，要满足条件 
(2) 则必破坏条件（1). 

因此.称是在 F 上线性无关的，当旦仅当，对任 
意 U ,，《 2 ,，如果 (2) 成立，即 

« I « I + “2«2 .1 •" + a„U„ -0, 

则（ I )必不成立，即 «!，•••,«„ 必然全为 0. 

这里要恃别提醒第一次接触这类概念的读若，所谓条件 （1) + 
成立，是说不能“不全为0”，也就是必须全都为 0. 

但是所说条件 （1) 和条件 （2) 不能同时成立，绝不是说 ，冇 
a , ， a 2 ,…， f 使 

1° a _ 全为0， 

2 。 ai + ••• + a„u„ =0- 

这种否定办法不对.因为用上述说法套在任何„个元素 Ul 
上都是对的 ，故 这种说法毫无意义. ' 

—命题 2 设 E 是域 F 的一个扩张域.元素是上的超 
越元，当且仅当，对任意正整数„, £中元 l, a ，〜， a "，S f 上都 
是线忡无 关的. 

分析 这实际上是把命题1的条件和结论对换成否定形式， 
由于命题 1给的是充分必要条件，所 以命题 2自然是对的.但是为 
了培养能力 ，我们还是给出直接证明. 

证明 如果 a 是 E 上的超越元，那么，对任意 „ +1 个不全为 
0 的 £20,0, 必有 


a 0 *l +a ( a + ••* + a n a n 9^0, 
因为^不满足非零多项式 
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/(x) - a 0 ^ “丨 I *. ••• + a^x . 

这说明满足定义 1 中条件 （1) 时必不满足 （2)， 所 
以，1,在 F 上线性无关. 

反之，若，对任意》，元素 \, a,-,a 在 F 上都是线性无关 
的•那么， R 要，…， a,, 6 F 不全为0 (也就是 

/( (') = 1 <i I 4 -+ 

不为零多项式），则 aa -l »' a ,« +… + a „ a •尹0.从而 

f(u ) = • ! <- £?! a ! ••• + ‘ 

也就是说4是 F h 的超越元. I 

例题1实数域 R 中的数/1,乃在有理数域 Q 上块被 无关： 
证明用反证法.若■乃，在 Q 上线性相关，则必有V, 

它们不全为0,且 

rv"2 +- .(v / 5 = 0. 

若 r •关0,将上式两端乘 vi, 得 

r V 7 10+ = 0, vl0= - sir , 

矛盾.同样^关0时也导出矛盾. I 

定义2设 E 是域 F 的扩张域.对于£中元 ，…， Ma ，如 
果有《,，…，■使 


. v = a x u i + ••• + a „ w „, 

则说1»是《 ，，〜 ，…，〜的--个线性组合. 

设 M| , w 2 ,是 E 中元素，如果 

(1) . U | "2 ，…，《> ■是 线性无关的； 

(2) 任意 v ^ E , 7. 必然是《,,&，•+••，《，的一个线性 组合； 

则说 Ji lr ii 2 . 是 E 在 F 上的一个基底. 

例题2设 F 是个域 ，/K.r) 是 F 上的《次不可约多项式. 
E = (户 U)). 那么， E 中元 

l-i-(/ ， :.r))，.r I ' + (/.(.<:)) ( *) 
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是 £ 在 F 上的一个基底. 

证明第五章§4之命题6证明了， E 的每个元素 t ; 均可唯 
一的表为 

V=C„ + C- 卜 T + …十 C”-,/- 1 +(p(x)) 

形式.也就是 

+( M . r ))〕+ W 1 +( 〆 』)）〕， 

即 x ； 中元都是（ * ) 元的线性组合. 

另一方面，如果 & 6 f •使 

即 

/(.J.) = “ n + «_.r + … _r” _1 6 (p(_r 〉）， 

这说 明次数不超过 m -1 的多项式 /( z ) —定能被 n 次不可约多 
项式/ ■(: r ) 整除， / U ) 只能是零多项式，于是，必有 
a u = a , = ••• = 1 = 0, 

即（ * ) 是线性无关的.从而，它是 f ： 在 F 上的一个基底. ■ 

例题3设£是域 F 的一个扩张域,是 F 上的超越元. 
那么， FU ) 在 F 上没有任何有限个元素能成为它的一个基底. 
证明 F ( a > 的元素必形如 

f(a)g(a)~' , g (“) 判， 

其中 / U )， gU>S F 上多项式. 

任取 FU ) 的元素 

f l (a)g,(ci)~ ' , ■■■, f„ {a)g„ («)'' , { * ) 

设多项式 AU ) 心 U ) … hU ) 的次数为 m , 而多项式 

/i(-r)y 2 U) 〜 g„(i) ， … ， g, (x)---g„. t (.7 ： )f„ (,t) 

次数最髙者为那么，选取一个；次多项式 /(_ i ) ，只要(>0, 
>n + ，则 /U ) 必然不是（ * ) 元素的线性组合.若不然，设冇 
«]， a 2 ，.“， a ,6 F 使 

f(a) = a t f x (a)g l (a) 1 .1 …) 只 „ ( <2 ) 丨 . 
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则 


I- a„g, (a)---g„-,(a)f„(a), 

从而，满足一个次数大于 0 的多项式 

/(.r)g 1 (.r)-"^„(.r)-u L /'( .r )g: (.r )•■.#，, U.) - (x) ••■/” ( 工)， 

矛质. I 

命题 3 设 E 是域 F 的扩张域，是 Ef F 上的一 
个基底 , v „ 也是£在 F t 的一个基底. 那么* Tft — n . 

证明若，„乒„,不妨设 w > JJ . 由于 U [ » *' * * ^nt 是基底， 
7；, ，… ，％必是它们的线性组合，设 



卜 1 1 

U\ 1 … ■ v ax„,^m > • 



j V 2 =a 2 

«,+••，+ a lm u m , 

(1) 



«i + + 


冋理，… ，• 

又应都是 y 

的线性组合 



f«i - 

v x + ••- + b u v„ , 



J u 2 = b 2 

+ •" + ， 

⑵ 


= 

Vi + ". + 6„^„ • 



把 （1) 代人 (2) 的第一个式子，得 

H | = *11 (< 1|1 «| + + <3 ) 

+ &i 2 (a 21 u, + ••■ + a 2m u m ) 

+ ••• 

+ + …+ a m u m ) 

= { 2 & _,〜1 )«i +•…+ () m "‘ • 
»= i i= i 

从而 
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(l - 2*1 几 1 )“I + … 

r = I 

而 W t ，…， 线性无关，所以 


(S b u a, m )u„, = 0. 


$ …凡 I = 1， = 0 ，…， = 0. 

把 （I ) 分别代入 ( 2 ) 的第二个式子 …… 就得到 

^ )> u 

_ 0, X /，:,〜 =1 ，…， X) b 2i a,„, = 0, 

_ - I — I , = 1 


写’’一 2 , j _ 0 ， = 0， …， h„ lt (i lifl = 1 . 

这就是说，域 f ' 上的川 X w 阶矩阵 1 




b' 2 • 

•- b, n 

0 • 

•_ 0 ， 

B = 

*21 

^22 • 

.. b 2 „ 

0 • 

“ 0 

i 

b n ‘、 

b ml ' 

■- A,™ 

0 . 

•• 0 . 


k (in 

^ = ci n \ n H 2 

0 0 

0 0 

的乘积 BA 是 m x m 阶单位矩阵 
但是，取 F 上 m x m 阶矩阵 


a \ 




0 0 … 0 

C = ：： ： 

0 0 … o 

0 0 … 1 > 

则显然有 CS =0.导致 

c = C/ = C(BA) = (CBM = 0A = 0, 
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矛盾.所以， m= n . I 

定义3 设£是域 F 的扩张域.如果 E 在 F 上有基底，则说 E 
是 F 的一个有限扩张,基底所含元素的个数(这是由£和 F 唯一确 
定的一个 IE 整数）称为£在 F 上的扩张次数，记为 [E : F]. 

例如，复数域 C 在实数域 R 上，元素1和1 = 是个基底， 

从而 [C : R] = 2. 

例题2中， [J^F]] == deg(/>(-c)). 

例题3中，为 F 上超越元， _FU) 不是 F 上的有限扩张.这种 
情形有时记力 [FU) : Fl - 

定理1设 E 是域 F 的有限扩张域是域 E 的有限扩张域. 
那么， D 必为 F 的有限扩张，而且 

[D ： F] = [D ： Ej[E : F], 

证明设 [ D :£] = ni, [E :F] = ”， “_，u 2 ，•••，《„ 是0 
在 E 上的一 个基底，而 v t , V 2，-, v n 是 E 在 F 上的一个基底.由于 
ESD, 所以 

U , Vi , U l V 2 ,--' yU , V „ ，- ，.••，“„!»„ (3) 

都是 D 中元素.现断言，上记个 D 中元恰好是 D 在 F 上的一个 
基底. 

对任意 ％ F (i = j = 1，2,…，71)，如果 

Z) 〜 U ‘叼）=0， (4) 

» = 1 = I 

U 

那么，每个/ = 1,2,都是 E 中元素，把它们分别记 
为 e :， 则 (4) 式变成 

匕备 E, i = 1,2, 

t = l 

但是是 D 在 E 上的基底，它们在 f： 上线性无关，从而 
e ,, 全都为0,即得到 
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2 a,,v, - 0, i - 1,2, 

注意这等式 1 每一个都是£在尸上的基底 A 的线 

性组合等于0,从而 

«„ = a,o ^ ••- = a,,, = 0, 

«2! - = •" = <3 2 „ = 0, 

a„,_ = u„2 = a„,„ = 0. 

即 （3) 这组向量在 F 上线性无关. 

进--步，任取 D 中元累6.由于〜，••••》„是13在£上的基底， 
6必为它们的一个线性组合， 即有… ，…，化6它使得 

1 > = «1 « | + Uiiii + ■■- I - a n , u ,„. (5) 

但是， A 是尺在^上的 个基底 ，从而每个 u ，.都是它 
们的一个线性组合，即6 F 使得 

«, = $ W ' - 1二，.“"" (6) 

把 (6) 式代到 （5) 中去 i 得 


J 5 ； - ) 

这说明 D 的每一个元素都是元素组 (3) 的一个线性组合.从而 （3) 
是 U 在/ ■' 上的一个基底.而且 

[D：Fj = W 7i=|D ： E][E ： F]. | 


命题 4 设 £ 是 5 •的个 
扩张域， E 中元 w | 在 F 
上线性无关， U 是 u i ，…，〜的 



一个线性组合 


tf = a, «1 + a 2 u 2 1 - u„u„ , a, 6F. 


阁 7- I 


(7) 
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那么，这种表法是唯一的. 

证明假设还有 fc , ，…， A ,,6 F 使 

V = ii ,"] 彳為《2 + … + / W ⑻ 

那么，将⑺，⑻两式相减，得 

(… - 6 丨 ） if 丨 + … _ 6,, ) «,, —0- 

由于线性无关，故必冇 

a { — b\ ~ a 5 — /； 2 = * ** = a„ — 6„ = 0 ， 

即 《 I = ， ... ， （ i ,『 =厶,, . I 

命题 5 设 K 是 F 的一个有限扩张， K | ，…，《,,是£在 F 上 

的 •-个 基底.如果表示 

v = a \ii \ + a 2 u : 1 - + a„u „ , a ； €■ F (9) 

中，则 v , « 2 <"■ > u ., 也是 E 在 F 上的一个基底. 


证明首先，用于~孕0,故 

«, « I = X ； — a 2 112 - - ， 

u , = ai ~' v - ( a ," 1 a , Ju 7 - (a, 1 ) u „ , 


即，是 k , m 2 , •••, u „ 的线性组合. 

因为 Ml ，&，■■■,«, 是个基底， E 中每个元均可是它们的线性 
组合，而…又是！；，《 2 ，…， A 的线性组合，故 E 之每个元素均为 
t», ， …， 《,，的一个线性组合. 

如果»,« 2 , ■■■,«„ 线性相关，即有不全为0的&，&,■■■， 
A,,6F， 使得 

A 丨 t» + 6 2 u 2 + …+ f >„ u „ = 0. (10) 

当 &=() 时，卜 ，…， 心不全为0, (10>式意味着 «>,-•,«„ 线性相 
关，矛盾.当时，有 

v = (_ h ;' b 2 ) u : >-•••+(- 6 t ' b „) u „, 

得到等式与 (9) 式不同， （9) 屮但命题 4 已证明了表法唯一 
性，又得一矛盾. 
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所以， u 2 ，…， w „ 还是线性无关的，从而它们是 E 在 F 上的 
一爹基底. I 

命题6设 E 是域 F 的一个有限扩张域 . U | ， U 2 ，…， 是 E 
在 F 上的一个基底，％，…，％是 E 中4个在 F 上线性无关的元 
素，那么，可将 u ,,« 2 替除6个，剰下％使 

,-V k , M ；| ， ■- -,U,^ k 

是 E 在 F 上的一个基底. 

证明由于 …，％ 线性无关，故 V , 判 t 
!；! = «,«, + ••• + a „ u „ , a ,6 F , 

其中之诸 a . 至少有1个不为0,比方说.那么，由命题5,知 
, u 2 , ••• , u „ 为 E 的一个基底. 

这样 ，必为 v l , u 2 ,---, u 7 , 的线性组合， 

Vi ^ b ^ v , +6 2 «2 + ..•十6„«„, 

且 b 2 ,-, b „ 至少有一个不为0.否则出现 

V 2 = b,v l , - X »2 + &| t-, =0 

与 I )| ，…， v t 线性无关之假定相矛盾.不妨设 b 7 ^0. 于是，由命题 
5,知 v , , v 2 , u 3 ,---, u „ 为 E 的一个基底. 

一直做下去，即得所要结论. | 

推论设£是 F 的有限扩张， [ E :_ F ] = n . 那么， E 中任意 
« + 1 个元素恒线性相关. | 

定理2 设 D ， E , F 都是域, F ^ ESD , 且 D 是 F 的有限扩 
张.则£是尸的有限扩张，而且 [ E : F ] 丨 [ D : F ]. 

证明任取巧#0,那么〜一个元素在 F 上是线性 
无关的.如果任取 v ^ E , v , v t 都是线性相关的，即有 
a , b 不全为0,且 


a-v+ bv l =0. 

则 a 兰0,否则 6 U , =0, 6^0,矛唐•从而有 
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v= -(a^'bjvi, 

即每个 d 都是的线性组合 . 

即是 E 在 F 上的 - • 个 基底 . 

如果有使 Vl ， v 2 线性无关 . 再来看是否每个 tj^E 
都使得都线性相关 . 是，则 v ,, v 2 为基底 . 否，则有 
m 线性无关 …… . 

由于 D 在 F 上至多有 n 个元素线性无关，此事不能无止无 
休 . 必止于某步，即有成为 E 在 F 上的一个基底 . 

同样的方法施之于 £ 的扩张 D , 如果 W| ,& ， ■■•,«, 是 0 在 £: 
上的线性无关的元素，那么 

必然是 D 在 F 上的线性无关元素，必有，从而/不能无限 
地增大下去 . 

最后，得 

“ 丨 ,U 2 ，•••，《, ( 11 ) 

是 D 在 E 上线性无关的，且任意 D 均使 

« , U , ,« 2 

线性相关 ( 从而 M 必为 W | T … ， u , 的线性组合） . 此时， （U ) 即为 £) 
在 £ ：上的一个基底 . 由定理 1 知加 = n . I 

命題 7 设 E 是域 F 的扩张域，是卩上的代数元，其 
极小多项式分别是 m 次和《次的 . 那么 F ( a， 6 ) 也是 F 上的有限 
扩张，且 

[F(a ， A) : F]^mn . 

证明由 §1 之定理 2 的推论知 

F(a)(b) = F(a,b}. 

再据定理 1 ，知 F ( a， 6 ) 是 F 上的有限扩张，且 

[F(«» : F]-[F(a)(A) ： F( a )][F( fl ) ： F]. 

注意 § 1 之例題 2 , [ FU ): F ] = W . 同时，若 
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g { x ) = a Q + a { x + ••• + a n x°, a„€F 
是 6 在 F 上的极小多项式，那么&(6) = 0.而尽（： 1 ：)当然也是域 
F(a) 上的多项式, g(6) =0即意味着6在 F(a) 上的极小多项式 
/> (a：) 必然整除 g (x) •设 deg i ，则 

[F(a,6) ： F] = [F( a )(6) ： F( a )][F( a ) ： F] = ^. 

它当然不大于 J 
命题7可解释为如下图式. 



F ( a )(6) 


囝7-2 

例理4计算 [ Q ( W +^): Q ]. 

解法1显然， Q (乃 + V ^)£ Q ( Vl ) (乃）-又 VI ,乃分别以 P 
_ 2,2-3 为其在有理数域上的极小多项式.故 
[Q(V2) ： Q]=2, [Q(V3) ； Q]=2. 

由命题7可知 

[Q(/2+V3) ： Q]<[Q(V2)(V3) ： Q]<2x2-4. 

从而 /5+ V 5 在 Q 上的极小多项式次数要整除4,只能是2或4次. 

若有2次多项式为/5+乃的一个极小多项式,则必有有理数 
a ，6 ，c 使 

a ( V 2 +^3) 2 + b (■/2 + V 3) + c = 0, a ^ O . (11) 

从而 

2 a +3 a +2 a -/6 + b -/2 + b -/3 + c = 0. (12) 

两端同乘乃，得 

26 + (5 a + c )/2 + 4 aV 3 + 6 y 6=0. (13) 

将 （13) 乘 2 a 减去 （12) 乘6,得 
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Aab - b(5a + c ) + (2a (5 a . 卜 c ) — 6 2 ) + (8 a 1 - i > 2 )/5 = 0， 

<14) 

- (8n 2 - ft 2 )/3 = 4ad - b(5a + c) + [2a(5a + r) - b z '}/2. 
将上式两端再平方,其余各项均为有理数.故前的系数必为0, 
即 

2 a (5 a + c )-^ 2 =0. (15) 

再看 （14) 式， 8 a 2 _6 2 必为 fl ， 否则为有理数，矛盾.再进一步， 
更可得到(仍由 （14)), 

Aab — 6 (5 a + c ) =0. (16) 

将（[5)乘6加到（〖6)乘2〃 上，得 

8 a 2 b - b ^( Sa 2 ~ b 2 ) b =0. 

若6=0,由⑴）立即推出 a=c = 0, 矛盾. 

若 8 a 2 _6 2 = 0,而和6都是有理数，亦为矛盾. 

所以+乃在 Q 上的极小多项式必然是4次的， 

[Q(/2 + /3) ： Q]=4. 

解法2 —方面，显然有 Q (/5+/5) SQ (/5, V ^). 另一方面， 
在实数域中，有 

71*72= ( V 3+ V 2>-' eQ ( V 3+ V 2). 

所以 

/3 = yC-/3 -V2) + ^-(V3 +/2)€-Q(73 +/2) . 

同理 V 56 QC /5+ V 5) .所以， 

Q(/2-i-/3) = Q ( V 2, V 3). 

看抛 0(乃)上的极小多项式.现断言乃不是 Q (75) 中元 
素 .否则，设有有理数 r，. f f 

/3= r /2 + s , 

两端平方得3十 2 r 2 + 5 2 =2 r /^， 必有 r = 0, 进而矛盾. 
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由于乃在 Q 上极小多项式是 2 次的，它在 Q (乃〉上极小多项 
式只能是2次的，所以 

[Q(V2 +V3) ： Q] = [ Q{72 )(/3 )： Q(V2)] 
[Q(y2) ： Ql=2x2 = 4. 

解法 1 证明1,乃，乃，在 Q 上线性无关这一事实比较费 
事. I 

例题 S 设 F 是个域， /( x ) 和 gU ) 都是 F 上的不可约多项式， 
deg(/(_c)) = m ， deg(g(a;)) = w. 

E 为 F 的扩张域， gU )=0 .证 明：当 …”互素仏/匕） 
必然在域 F ( a ) 上也是不可约多项式. 

证明作域 F 的单纯代数扩张 F (6), 使得6满足 F 上多项 
式 /( a ;). 

由 § i 定理2的推 i •仑知 

F ( a , b ) = F ( u )( b )= F ( b )( a ). 

再由命题7知，当 [ F ( a ): F ] = deg ( g ( x )) = n 时， 

[ F (<2 )( i >) : F ] = nt ^ nm . 

同理，由于 [ F ⑹： _ F ] = deg (/ U )>= m ，故 
[p(6)(a) : Fj = nts^mn . 

于是，由 m = 7 MS 知 | (7 H 5) •另一方面，7« , n 互素，必有整数 
k，l 使 

mk + W = 1, 
smk + snl = 5, 
ntk + snl = s f 

这导致 《 U .而 s ^ n ，从而必有 s = n . 

这说明 [* F(a 9 b )' F ]^ [ i r ( a )(6)- jFCfl )][^ : '( a ) : i : '] = mn . 
所以， fU )(6) 在上是 m 次扩张. 

再进一步,又说明 6 满足 FU ) 上 m 次不可约多项式，可设为 
p ( x ). 
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由于 / U ) 也是 FU ) 上多项式，且 /( A ) =0, 而/ >( x ) 是 6 在 
上的极小多项式，故 

p(x)\/(x) , 

且 Mo ；) 与/( I )次数相同，它们必然是相伴的.所以， / U ) 在 
fU ) 上也是不可约的. ■ 

下而的例题可以帮助读者复习一些概念. 

例题6设 f 是个有8个元素的域，讨•论 F 的结构. 

解 8 = 2 3 , F 的素域（极小域）只能含2个元素 （ F 的特征数 
必为 2). 

设丨是 _ F 的素域，在同构的观点下可以认为 

P = h - 

由 T F 是有限的， F 必为域 P 的有限扩张.任取 aGF , 
必为 P 上的代数元.设/(_0€1 2 1^]是 (1 在1 2 上的极 

小多项式. 

因为 M «) 是 F 的于域，所以 i 2 U ) 也是 i 2 的有限扩张.且 
[ l 2 ( a )： I ,]|[ F ： I 2 ]=3. (*) 

这里让我们解释一下是怎样知道 [_ F : I 2 ] 等于3的.事实上， 
[ n ；；] 有限，如果是 _ f 在 i 2 上的基底，则 

f = i°l Ml 十 …+ 丨〜 61 2 i ， 

对于 F 中的一个元蒙 , a , ，…， K 是唯一 确定的（表法唯一所致）， 
而 fl ,€ l 2 只有两个可能，所以 F 有2 11 个不同的元素.但已知 
2" =8,故推知«=3. 

由于0)意味着[1 3 («):1 2 ]=3,也就是说1 2 ( 0 )在1: 
上的次数为3,而这个次数又等于 a 在丨 2 上的极小多项式 f ( x ) 

的次数. 

1 2 上的3次多项式只有 



^+ X 2 + V , - T 2 + - T ., 

其中只有 x 3 +1 +1 •和 x 3 +1 2 + r 既不以 ( r 也不以 r 为根, 
它们不能被 l 次多项式整除，从而是 i 2 上不可约多项式. 

若 a 的极小多项式/0) = :*: 3 + / + 1,那么 
a ! + a 2 + l =0. 

从而有（注意，特征数为 + ) 

( a 3 + a 2 + a + l ') + ((3 + l ' ) + 1* =0, 

也就是 a + r 满足不可约多项式 x 3 + ；r + l . 而 I 2 (a + 1_) 也等于 
F . 可以把 a 为生成元的一切讨论结果都移到以 a + r 为生成元 
的情形. 

所以，现在可设直接假定 a 满足不可约多项式 /( x ) = _ r 3 + _r 
+ 1* .于是知道 F 的8个元素是 ()• ,1' , a , a + l -, a 2 , a 2 + l , a 2 
+ U + l , a : + a ， 其中“满足 a 3 + a 2 + l 、0* UP a 3 = a 5 + l *). 

域 _ F 有8个元素，那么 F - |(T i 是个7元乘法群，7是素数， 
F ~{0- 丨是个循环群，而且除恒等元外都是生成元.计算之，得 
a ,a 2 , a 1 ~ a +1* , a 4 = a 2 + a , 
a s =a 2 + a + \ ' , a 6 = a 2 + l' , a 7 = 1". 

这样， F 的乘法表就十分清楚丁. 

至于 F 的加法，注意到其特征数为2,也就一下子都可以写出 
来了. ■ 

习题二 

1. 证明: 是 Q 的单纯扩张，又是 Q 的有限扩张并给出 0(/2, i ) 
在 Q 上的一组基底. 

2. 设 / C 是域 F 的一个有限扩张域， [ K : f ] = /> ，其中？是个索效.那 
么 K 必为 f •的一个单纯扩张. 

3-设 K 是域 F 的一个有限扩张域， [ K : F ] = >» ，而 / U .) 是 F 上的■不 
可约多项式, degC / UO ) 二如果 w 和《互累，那么作为 K 上多项式的 
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/ U ) 在 K 中没有根. 

4. 求 0(72+71) 在 Q 上的扩张次数 [ Q (/2+ V 3)： Q ]. 

§ 3 代数扩张 

比有限扩张更广泛一些，本节讨论域的代数扩张. 

定义1设£:是域 F 的一个扩张域.如果任意鉀是 F 
上代数元，则说 E 是 F 的一个代数扩张域或代数扩张. 

例1复数域 C 是实数域 K 的一个代数扩张.因为，对任意 
aGC , 如果 aGR , 那么它满足 R 上多项式 
x — a y 

a 当然为 F 1：代 数元； 如果 aGC , a 6 R , 则 

a = b + ic , b , c^R, c^O. 

它满足 R 上的二次多项式 

X 2 - 2ba ： + {b 1 + c 2 ), 

a 亦为 F 上的代数元. 

例 2 实数域 R 不是有理数域 Q 的代数扩张.人们已经证明 
了，实数 tt (圆周率）， e (自然对数底）和等都不能满足任何有理 
多项式. 

命题丨如果 E 是域 f ■的有限扩张，那么它一定是 F 的一个 
代数扩张. 

证明设 [ f ：: F ] = « .任取据§2命题6之推论, E 中 
的下列71+ I 个元素 

1, a , a 2 , ••• ,a" 

必然在 F 上线性相关，印有不全为0的数 aQ , a| ，…， a „6 F 使 

a。 + 十 •“ + a n a n — 0; 

也就是 a 满足 F 上非0多项式 

/(x) = a 0 + a,x+ ••• H- a„x n . 

a 为 F 上的代数元. I 
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至此，很容易产生这样的疑问，代数扩张是否也必为有限扩张 
呢？回答是否定的. 

命題2设£是域 F 的一个扩张域.如果都是 f ■上 
的代数元，那么 a + b , a - b , ab 都是 F 上代 数元； 当6乒0时， 
也是域 F 上的代数元. 

证明设是 F 上的代 数元由 §2命题7知， 
f '(« ，幻也是 F 上的有限扩张，再由命题1知，上的 
代数扩张.从而的每个元素都是 F 上代数元. 

由于故元素 

a + b，a ~ b ， aKF { a ， b ) , 

它们都是 F 上代数元.当 6 关 0 时，妫它亦为 f 上 
之代数元. _ 

命题3设 F ： 是域 _ F 的一个 扩张域•那么 
是 F 上代数元 i 

是£的一个子域， G 是 F 的一个代数扩张域. 

证明 因为 命题 3就 是命题 2 的直接推论. | 

例理1令6= U € CU 是<3上代数元 f . 那么， G 不是 Q 上 
的有限扩张. 

分析用反证法.设 [ C ；: Q ] = r . 我们只要能找到 Q 上一个不 
可约多项式 p(x ) ， 

deg ( p (_ r ))= r>t, 

由代数基本定理知道必有 a € C ， 使 pU )=0, 但是 

[ Q ( a )： Q ] = r>i = [ G ： Q ], 

同时，^是<3上代数巧， QU ) SG , 此为矛盾. 

证明设 [ G : Q ] = f .取一素数 p> t + l •看整数环 I 上的多 

项式 

f(x) = x p ~ l + px p ~ 2 + p(p~l)j^~ 3 + ... + 夕 （p — 1) 工 4■ 夕 . 
如果它是可约的，±1不计，它必可写成形如 
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芨 ( 工 )= 1 + (：,上 + … + + x m ， m<p~\, 

^ (x) = p + 6,x + ••• + + x", 7t<p-l 

的两个多项式之积，否则首系数不为丨或常数项不为素数 

注意对6|, •••,&„ m ，不妨假设6,, •••，&; -1 能被/>整除，而 

p ' yb ,. 

比较 f ( x ) = g(_r M ( x ) 两端次项系数，右端 g ( x ) h { x )^. 
前系数应为 


= ^-6,- jC , +6卜 2 <: 2 + — + 〆 ,.， 

由于 plh ,, p \ b ,^ 2 , …，所以，户可整餘上式右端除乂外其余每 
项，从而 lA - b . 

但 / U ) 之/系数能被/>整除，得一矛盾 ./ U ) 是 I 上不可 
约多项式，从而必为 Q 上不可约多项式. 
i a 6 C ./ U ) = 0, 则 

[ Q («)： Q ] = p - l , 

[G:Q]>[QU):Q 卜广 l> f , 

矛盾. I 

这个例题吿诉我们，代数扩张和有限扩张不是等价概念.其包 
含关系是 

i 单钝代数扩张1<彳有限扩张 i < j 代数扩张 
定理1设 D , E , F 都是域，而且£是 F 的代数扩张， D 是£ 
的代数扩张.那么， D 也是 F 的代数扩张. 

证明任取 aGD , 据定义，有非零多项式 M ： r )6£： U ]， 

户 ( 工 ） = C(3 + C, X + …+ C# 11 ， Cj 6 E , 

使得 p ( a ) = 0. 

由于…， E 是 F 的代数扩张，故可设 
[ F ( c ,)： F ] = m ,, t ' = 0， ln . 

由§1定理2的推论和§2定理1,知 

/ f = F ( f 0 , c l ,---, cJ : = F ( c 0 )( c l )---( c n ) 
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是 F 的有限扩张，次数+大于 r 7 i cmi - m n . 

再由 

a€H(a)= F(c 0 ,---,c^)(a), 

而 F(c D , …， c„)(a) 也是 F 的有限扩张 （§2 定理1)，进而它是 F 
的代数扩张， a 为 F 上的代数元. ■ 

例埋2设 D 是域 F 的一个代数扩张域， R 是 D 的子环，且 
那么， i? 必为 D 的子域. 

证法1对任意 a6R, 如果 a 关0,且 a 各 F， 由于 a 是 F 上 
代数元，必有 F 上不可约多项式 

p(x) = a 0 + a,x + •■■ +- a„x", a„ =?^0, n >1 
使得 p(a)=0. 

户 （x) 不可约蕴涵着 aQ ^0, 否则必有 

p(x) = jc(a, + a 2 x -+ a„x n ~' ). 

于是， 

-ao l (a,a n + … + dja) = 1 ， 

-ao'(a„a n ~' + ••• + a,)a = 1. 

这说明 

a _l = ( - acTW -1 + … + ( - aD^ai ) ， 

而 i? 是个 子环， a , Fd 故 

a _l = ( - flu—W -1 + … + C — ao"、 ）€只. 

R 之每个非零元恒有逆,为域. 

证法2对任意由于 a 是 F 上的代数元, FU) 
是 F 上的单纯代数扩张， FU) 是个域， a — 从而有 

…, a/F. 使 

a' 1 = a ( + a 2 a + ..• + a H a"~ l , 

显然， k 是 d 的子域. I 

例题2说明域的单纯代数扩张、有限扩张和代数扩张不是等 
价概念.但是，对有些域来说,它的单纯代数扩张和有限扩张是一 
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回事.下面，我们来证明，累域 

i p - fo ", r ,-,(/.- i )* f , 户是素数 
的任意有限扩张域，必为其上的单纯代数扩张域. 

域只含有限个元素时称为有 限域. 

命理4设 F 是个有限域， P 是 F 的素域.那么 F 必为 P 的 
有限扩张.设 [ F : P ]== » ,则 F 的元数恰好是纩，其中户是 P 的元 
数. 

证明因为 F 的元数有限，它只能有有限个不同的在 P 上线 
性无关的元素组.设 P 上线性无关的元素组 

在各线性无关元素组中是元数最多的一个. 

此时，任取元素必然是在 P 上线性相关 
的，进而 W 必为 ,•••,«„ 的一个线性组合•这说明， U| ，…，、就 
是 F 在 P 上的一个基底. = 

由于 F 中的元素恒可唯一地表为 

a,u, +a 2 u 2 + ••• + a„u „ , 6 F , 

而 h 有 p 个不同的选择 ， a 2 又有 p 个不同的选择，故有，个不 
同的表 达式; 也就是说， F ■恰有，个元素. ■ 

命题 S 任意有限域 F 必为其素域 P 的一个单纯代数扩张. 
证明设 P 有个元素, p 必然是个素数.再设 [ F : P ] = i 
则 F 有，个元素. 

用 G 代表 F 的非零元的集合，因为 F 是个域, G 在 F 的乘法 
之下是个交换群.且 | G|=g = y -1. 

设群 G 中元素的阶数最大为/，由第二章§ 5之定理1知 z 1 1 
另一方面，设 < j € G ， a 的阶数为 t , 

' a ' = l . 

即意 味着, a 满足 P 上多项式 
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但, z 是交换群 G 中元素的最大阶数，由第二章§5之命题5知 ， G 
的任意元6的阶数 s 都要整除 r , 故 = =1. 

这说明 G 之每个元都满足 P 上多项式分 - 1.但域上；次多 
项式至多有 z 个不同的根，故乂有 q < t . 

所以，而 r 是的阶数 

l ， a ， … ， W 1 

是两两不同的 f 个元素，它们即为 G 之全部元素. G 是由 a 生成 
的循环群. 

f ■'足由 P 和^生成的域， F = P ( a )， F 是 P 上单纯扩张. ■ 
例题 3 设 F 是个域， a 是 F 上的一个超越元.那么，域 F ( a ) 
中的元素 

/?=aV(o >■)) 

tli 是 P ■上的超越元，但域 F ( a ) 是域 FC /9) 的单纯代数扩张. 

证明如果/?是 F 上的代数元，则必有 F 上多项式/( X 〉= 
a〆 +••• + 〜 使得 

/(/J) = …+ £1,^3 + ti 0 = 0 ， a n 9^0. 

从而有 

两端同乘 （ 0 + l )% 又得 

a„a Zn + • •，十 + + a 0 (a + l )" = 0, 

这说明 满足一个 F 丄的3«次的多项式， a 应该是 F 上的代数 
元,矛盾. 

再证元素《在域 F (/3) 上，由于 

/3=« 3 - U + 人) 士 =0， 

也就是《满足 F (扪上的多项式 

g(.r) = x l -/3 r -/9, 

所以 o 是 F (/3) 的代数元 . 0 在 F (/?) 上的极小多项式 p ( x ) 要整除 
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gO ) 的次数只能是 3 次或 2 次.所以 [ F («) : F (/?〉] 有限, 

FU ) 的每个元素都是尸(幻上的代数元. | 


习题三 

1. @£,G,K 都是域 F 的扩张域，且 £G/C, GSK. 证明 ：如果 £是 
F 的代数扩张， G 是 F 的代数扩张，那么 CUE 在X中生成的子域 L 也是 F 
的一个代数扩张. 

2. 设有限域 F 的特征数为 p. 证明： 

<r:a-*a\ a^F 

是尸的一个自同构陕射•进而说明，对任意有唯一的一个元索 
使得 


c p =b. 

3. 设 K 是域 f 的代数扩张， G 是 K 的扩张域， flSG 是 K 上的代数 
元.那么， a 必然是 F 上的代数元. 

§4代数封闭域 

设 F 是个域.我们已经看到， _ F 上的一个单纯代数扩张£ = 
F ( a ) 和 F 上的一个不可约多项式密切相连.如果£是 f 的一个 
真的扩张，即 a 那么对应的不可约多项式必然是次数不小于 2. 

所以，若域 F 上没有次数不小于2的不可约多项式,那么， F 
就没有真的单纯代数扩张，进而也就没有真的代数扩张. 

.例如，复數域上任意一个次数大于等于2的多项式都可以分 
解成一次多项式之积4次多项式必为 n 个一次式之积，当然是可 
约的. 

定义1域£称为是代败封闭的，如果£没有真的代数扩 
张. 此时亦说£：是个代数封闭域. 

所说£没有真的代数扩张的意思是，如果域 K ■是£的代败 
扩张，那么必有 if = E . 

命醒1域£是代数封闭域的充分必要条件是 E [: r ] 中的不 
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可约多项式均为 1 次的. 

证明如果 E 是代数封闭的，/ >( x ) 是 £[ x ] 的一个不可约多 
项式，那么，据§1命题1,我们可 做五的 一个代数扩张 £( A ), 
A 在£上的极小多项式为 p ( x ). 若 d 笔户 U )# l , 则 X ^ E , E ( A ) 
是 E 的真的代数扩张，矛盾.故 户 (: r ) 的次数为 1. 

反之，如果£上不可约多项式必为1次的，而 K 是£的代数 
扩张，那么，任取 a ^ K , a 是 E 上代数元， a 满足£上一不可约 
多项式 

e^x - e 2 . e ； ,e 2 ^E, ei9^0; 

即 = a = e| _ e 2 GE . 从而 K =£ .所以 ,£ :是代数闭域 .I 
利用“超穷集合理论”中的 Zom 引理，可以证明，每个域一定 
有一个扩张域，该扩域本身是代数封闭的. 

这个事实是很有用的，是很多代数学分枝中都要经常使用的. 
而 Zom 引理更不仅限于在代数学中反复使用，它也是几乎所有抽 
象数学学科处理无穷集合或过程的必用工具. 

有兴趣的读者坷以在一些并不髙深的“近世代数”教程中找到 
有关内容•本书不做详细介绍 •本节就一 种简单情况做些讨论，使 
读者能大致知道解决这•问题的几个步骤. 

定义2设 F 是个域， / U ) 是厂上的一个„次多项式 . F 的 
扩张域£：称为是 /( z ) 的分裂域，如果 

(1) /( x ) 作为£上的多项式（因为 FS £) 可以分解为一次 
多项式之积 


f(x)-a{x - a , ~a„), 

⑵对于任意扩张域 G , F £ GQ _ E ， 只要 G 乒 E ， 则 f ( x ) 
不能有如上的一次式乘积分解形式. 

这个定义中， F 上的多项式有时看作是£：上多项式在 £[ x ] 
中分解，有时讨论它做为 G 上多项式在 G [ x ] 中分解.多项式分解 
在不同域上可达到不同程度，我们必须随时注意是在哪个域上讨 
论问题. 
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例 1 实数域 R 上的多项式 _ r 2 + 1是2次的，复数域 C 是 
P + 1的一个分裂域，因为 

(1) : c 2 + l 视为复数域 C 上多项式，有 

.t 2 + l-(x M)(x-i), l,i, -i6C. 

(2) 若还有 K 的扩域 C , RGGGC , 使 

a: 1 + l = (x-g)U-h), g,h^G, 

则必有 g + h = 0 ,gh =1，即狀 ■= -1, 而 

g ec ^ c , 

故必有 g = ± i . 我们知道, iGG , 则 CQG , 故知 C = G . 

C 为 P + l 的一个分裂域. 

例理 1 有理数域 Q 上的多项式 P + 1 亦有分裂域，但复数 
域 C 不是有理数域 Q 上2次多项式: r 2 + 1的一个分裂域. 

证明看复数域 C 的子域 Q ( i ). ： r 2 + l 作为 Q ( i ) 上的多项式 
有 

X 2 + 1 = (x + 0 (.t - i ) , 1 . i , - i € Q < i ). 

而 Q ( i ) 是 C 的真子域，故复数域 C 不是有理数域 Q 上多项式 
: c 2 + l 的分裂域. 

进一步，如果有 Q(i) 的子域 G2Q, 且在 G 上 x 2 + l 可分解 
为一次式之积，相伴不论，可设 

. r 2 + l -(- r -^)( x -； i ), g,h€G. 

由于 G £ Q ⑴，此等式也是 Q ( i )[_ z ] 上的分解，但 

工 2 + 1=( 工 - g)(z-/i)=( ： c-i)(a: + i), g,h ,i€-Q(i) 

成立，再援引分解唯一性，立刻可得到 

g= ± i , h = 土 i . 

进而，由 g = 士 i 可推出 Q ( i > EG . 

Q ( i ) 是有理数域 Q 上多 项式工 2 + 1 的一个分解域. ■ 

命题2设 F 是个域，/(幻是尸上《次多项式， E 是 _ F 的一 
个扩张域.如果/( I )作为 K 上多项式可分解为一次式之积 
f{x) = a{x ~ a x )---{x - a n ) , a,^E, 
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那么， FU ,， …， a „) 就是 f 上多项式 / U ) 的一个分裂域 - 
证明由于 

f { x ) = a { x - u i )---{ x - a „), «, 6 E 

且 “，， •••, a „ G FU , ，…，〜〉，上分解式乃是 F 的扩张域 
FU ,， 上的分解，卽 

f (. r ) = a(.r ~ a ~ a „) , a , 6 F ( a , , , a „ )- 

进- 步,如果有 FU ,， …， ') 的？域 G 3 F ，_ F 上多项式 / U ) 作 
为 G 上多项式分解为 

[{.!：) = a{x ~ b { )---(x ~ b „) , d », 6 G , 

那么，它同时又可以看成是 FU , ，…， A ) 上的等式，故，在 
F ( a , , •••,(!„ )上，冇 

a ( x ~ b l )---( x - b „) = a ( x - a i )---(x — a „), 

a^,bj€F(at ， … ， O. 

据分解唯一性，调整顺序，必有 

= - *2 = « 2 ,… ， b„ - a„. 

这说明 ■ , a „^ G , F ( a ] ，…， < i „〉 S ；(7 , 导致 
F ( a , , a 2 , 

域 F («, ，…， a „) 是 F 上多项式 /( a +) 的一个分裂域. ■ 

定理1对任意域 F 上的任意多项式 /( x )， dcg /( a ：)> l , 均 
有 F 的扩张域 K , K 是 F 上多项式/(_0的一个分裂域. 

证明对多项式 / U ) 的次数用数学归纳法.当 d C g /(. r ) = l 
时，取 K = F 即可，因为/( I )在 F 上就已经是一次式 f . 

现假定任意域上任意次数小于 n 的多项式均有分裂域，而 
/( X )是域 F 上的77次多项式. 

设 〆 : OeFU ] 是 / U ) 的一次不可约的因式.据§1定理 
1,必有 f 的单纯代数扩张 FO ), 

F ( A ) 兰 F [: c ]/( ? U ))， 

A 满足 F 上多项式 pU ). 从而在 FU ) 上， 
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p(.r) = (x - A ) c /(. r ) , 9 (. r )€ F ( A )[ x ]. 

从而，在 F ( A ) 上，有 

f(x) = (x ~ k)q(.r.)g(.x) , <j(jt),g-(x)6F(A)[x}. 

据归纳法假定，对 f 域 F(A ) 上的 n - 1 次多项式 q { x ) 
^： r ), 必有 F ( A ) 的扩张域 E , f •:为 F ( A ) 上多项式 </0〉 gU ) 的 
一个分裂域，即 gU _) g (. r ) 在 KU -] 中可写成一次式乘积， 
g { x ) q { x ) = a{x ~ a n ) , a c € E , 

从而有 

f(z) = (.r- ^)g(j')q(r) = a(x - k)(r -a 2 ) l ^(j ： -a„), 
其中 a 是/ X . r ) 的首系数 ， A , a 2 ，…， u ， €■£. 

由于 / U ) 在 E 上分解成一次式乘积，据命题 l , FU ， a2 ，…， 
a „) 就是 F 上多项式 / U ) 的一个分裂域. | 

下面是本节定理1证明中各域的关系图式 



图 7-3 

定理1告诉我们，任给一个域 F , 任取其上一多项式/(^),都 
可以找到 F 的一个扩张域 K ，/ U ) 作为 K 上的多项式“彻底分 
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解”成一次式之积. 

当然，将 F 作扩张得/(.»:〉的分裂域 K , 也可能使其他某些的 
F 上的多项式能“搭车”被彻底分解成一次式之积. 

例如，取有理数域 Q 上二次多项式 _ r 2 -2,得 j ; 2 -2 的 -- 个 
分裂域 QG / I ) ,此次扩张可使 Q 上很多多项式在（?(乃）上被彻底 
分解，如 


x 2 -8 = (.r + 2v ， 2)(.} ： -2y2), 

9x 2 ~2 = 0.z-s^2)(3x+/2), 
x 4 -4. z - 2 +4 = (x -/ 2 )U + V 2 )(.r +72). 

甚至，也冇可能对某个多项式做了分裂域后，原域上的质有多项式 
‘‘碰巧”都可以在此多项式的分裂域上被彻底分解. • 

例如，做实数域 R 上多项式 P +1 的分裂域 C = R(i), 实数域 
R 上的任何多项式则可在复数域上被彻底分解.也就是说 , R 上多 
项式/ + 1的分裂域 C 已经是代数封闭域了. 

要想在任意一个域 F 上找一个多项式/( X )，使得 /(； t > 的一 
个分裂域是个代数封闭域，一般来说,是办不到的. 

通常，只能像做 Q 上. r 2 -2 的分裂域(?(乃）那样，有些多项 
式能“搭车”被彻底分解，有些仍不能分成一次式之积.如 Q 上 
/-3,在 Q (75) 上仍然是不可约的. 

于是，有人会想，可否再做一多项式的分裂域，又可搭车解决 
另一部分多项式被彻底分解问题…… . 

因为我们不管用多大精力如此做下去也只能完成有限步，这 
就霱要考虑用归纳法了. 

用超穷归纳法可以证明，每个域都有一个代数封闭的扩张域. 

作为本书的最后一个例题，我们使用大家热悉的数学归纳法 
处理小范围问題，读者知道大概意思就行了. 

例題 t 设 F 是个域.如果有域 _ F 到自然数集 N 的单射 v 
存在，那么 f 必有一代数扩张域£，£是代数封闭的. 
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证明只要有 F 到 N 的单的映射 95 存在，我们必可建立一 
个 F [: r ] 到 N 的单射 6*. 

先将所有的素数按大小用自然数标上号， 

p 0 =2, /；! =3, p 2 =5, p 3 =7, ^4=11. •••- 
任取 F 上多项式 

a„ + H ■…+ a n x" , a t GF- 

那么 pU ,) 即为 N 中数.而数 

J 2 rti …唯一确定的，从而由 /( T ) 完全确定. 

十 A 工 ■> … » a „ sc ^ pt ^ pt ^- pt ^ 

就是 F [. r ] 到 N 的一个映射. 

然后可以证明0是个单射.段 

/(j;) = <3 ci + a l x + .. •十 a H x n 6 F[ j:] , 
g(x) = b„ f 6〆 + … + & m x m 6F[x], 

使得？ (/) M ( g )， 即 

那么，整数分解唯一定理，必有 m = « 且 

f(a 0 ) = <p(b a ), ■•■ , f(a„) = <p(b n ). 

同时因为是个单射，故必有 

0-o = b 0 , = b, , ••• , a„ = b„ , 

也就是 /(_ r )= g ( x ), 0 是个单射. 

现在，做 F 的一系列扩张域，每个自然数《对应一个扩张域. 

，■ F 的？5—个扩张域就是卩自己. 

F 的第二个扩张域决定于数2是不是某个 /(. T ) 在0之下对_ 
应过来，如果有 / U ) eF [_ r ], 

0(0 = 2 , 

那么， F 的第二扩张域就取此 /(. z > 的一个分裂域.如果任何 f ( i ) 




都不对应 2, F 的第-扩张域仍取 F 本身； 

F 的第三扩张域取决于数 3 是否为某多项式的 0 之下的像. 
若扒 ff )=3, 第三扩张等于在第二扩域上做的分裂域，若 3 
不为任何 g ( x ) 的像，取第三扩张域等于第二扩张域…… . 

这个定义方法可以归纳绐出.用少 U ) 代表 F 的笫 rj 个扩张 
域. 

当 n = l 时， $(1) = F . 

当 n > l 时，规定 

, + 如果 n 不是任何多项式在0下的像， 

乃 )_ 1 为 /( x ) 在中 U ) 上分裂域，如果= 

这样，我们得到的就不只是有限个扩张域，而是得到了无穷多 
个，它们有关系 


令 E 是这些集合的并集，即 

再想办法把 E 定义成一个域，而且诸 $ U ) 要是它的子域. 

对任意 a ,66 is ’. 因为 E 是个并集，从而必有 m ， n eN 使 
a € •必 （《)， b ^€>( m ). 

但诸有包含关系，设 m < n ， 则而 $ U ) 是个 
域.我们规定在£中之和以及之积的元素就是它们在由 U ) 
中的之和元素与之积元素. 

由于诸 OG _) 中，号大者为号小者扩张域，其运算是一致的， 
上述£：中和与积的运算不受算号影响；也就是说，如果取/ 
n , 在任何少 U ) 中,所得的和元素与积元素均不变化. 

很容易验证， E ■在这两运算之下构成域，每个步（„〉均可视为 
£的一个子域. 

进一步，任意必有 m € N ， 使 a €«•(;«)，而少（ m ) 是 
F 的第 m 次扩张，每次扩张(或不动或做一多项式的分裂域)都是 
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一个代数扩张.由§ 3知 0( m ) 为 F 的代数扩张, a 为 F 上的代数 
元，从而 E 是 F 的一个代数扩张. 

最后，可以证明 E 是个代数闭域-设 K 是 E 的一个真的代数 
扩张, aGK ：, :.那么， K 必为 F 的代数扩张， a 为 _ F 上的代 
数元.所以， a 满足 F 上的一个不可约多项式 p ( x ) .设 
= k^N, 

于是 F 的第走十1次扩张3>(务+ 1>是3>(<0上多项式夕 U ) 的分 
裂域.换言之，在+ 1) 上应有 

p(x) - a a (.T ~ a)(.r. - ai)---(x - a,) , a ； G ^>(k + l), 
同时 ， aG + 1) ，矛盾. 

证明得以全部完成. | 


习题四 

1. 看有理数域 Q 上的多项式 /( a .)=; r 3 -3 _r + l , 证明 ： 若<^(：是 
/ U ) 的 I 个根，则 0 2 -2和 2- a - a 2 必为 / U .) 另外2个根.从而 / U ) 的分 
裂域躭是 Q ( D ). 

V • 证明 :任何 有限域都不是代数封闭的. 

3. 证明： §3例中的域 G = U 6 CU 是 Q 上的代数元 | 是个代数 
封闭域. 


小 结 


本章讨论一个给定域 F 的各种扩张域，这些扩张的关系可画 
成如下图 7-4. 

矩形 ABDC 代表 F 的所有扩张域的集合，矩形 AEFC 代表 
域 F 之所有无限扩张域的集合，矩形 EBDF 代表域 F 的所有有限 
扩张域的集合，而矩形 GBDH 代表 F 的所有代数扩张域的集合， 
三角形 LFD 代表 F 的所有单纯代数扩张域的集合,三角形 KHC 
代表 F 的所有单纯超越扩张的集合，两个三角形的并就是所有单 
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纯扩张的集合.实际上就是 


A c E B 



I 单纯代数扩张丨有限扩张 | C | 代数扩张丨， 

彳超越单纯扩张 1 C 彳无限扩张丨， 

I 单纯扩张 I = 1单纯代数扩张丨 UI 单纯超越扩张！. 

读者在复习本章时一定要搞清上述关系，心中应当有一批例 
子来说明哪些扩张是不等价的概念，哪些是大概念、哪些是小概 
念. 

单纯扩张，即把一个单个元素添加到 F 上生成的域，是研究 
所有各种扩张的基础.因为 F 的任何扩张域都是 F 又添上1个、 
多个或无穷多个元素生成的. 

域 f •上添加一个元素《生成的扩域 FU ) 的结构决定于 l , a , 
，-■+, 〆 ■，…在 _ F 上是否线性相关以及相关时的系数（也就是 a 
满足 F 上某个多项式）.所以§ 1之命題1的结论和证明方法都比 
较重要. 

对于域 F 的有限扩张 K ， 因为有了定置的刻画工具 [ K : F ], 
研究 F 与 K ■中间的域£， 

则有 [ E : F ][ K :£] = [ i < ■: F ], 这就是§2的定理1,要求读者能够 
灵活运 用这〜 工具. 

域 F 上的代数元 a 与 F 上的一个不可约多项式密切相联 
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( a 的极小多项式），而多项式的可约性与具体分解涉及到第六章 
的较深人的内容，如果读者在判定多项式的根与可约性等方面遇 
到困难，应当及时复习第六章的有关内容. 

复习题 

1. 在 Q ( vS ) 求1+乃方的逆. 

2. 问下列配好的6对域中，相应的2个域是否相等，并 说明理由. 

( a ) Q ( v 3) 和 Q ( l +75); 

( b ) Q ( l + 乃)和 <)(乃） ； 

( c ) CK /5) 和 Qd 2); 

( d ) Q (^2) fCQ (^4)； 

( e ) Q ( V 3) 和 Q (0); 

(0 Q (^)# aQ (^8). 

3.. 设 K 是域 F 的一个扩张域.证明： K 是 F •的有限扩张的充分必要 
条件是有 K 上代数元 使得 K = F ( ai ，〜，...， a „). 

4. 在 C [ x 〕 中利用公式 

(x + j + t) I (x 1 -3i?_r + j- 3 + i 1 ) 

找出方 + 沒在有 理数域 Q 上的极小多项式. 

5. 如果 a 是域 F 上的代数在 F 上的极小多项式是 〆 x ), g ( x ) 
的次数是个奇数, il 明： F ( a ) = F ( a 2 ). 

6' 设 K 是域 F 的扩张域, Sd 如杲(是 F ( S ) 上的代数元， 
证明： 一定有 S 的有限子集 T 使得 a SF ( T ') 上的代数元. 

7_ . 验 证:域 Q ( Vl , i ) 是有理数域 Q 上多项式 f (, x -)= Lr i - Zx - 2 ) 
< x 2 + l ) 的分裂域. 
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习题解答与提示 


第一章集合、映射和关系 

习题一 

1 . 用描述方式写出集合. 

(a) II 有正 整数〃 使得 . t = - 2 ra + ll; 

( b ) U 是日期 U 是春季某月的第一天 U 

( c ) «为正整数 I ; 

( d ) U ' eiU 是在数 3.14159 中出现的数字丨. 

2. 列举元素. 

( a ) { -6, -5, -4, …丨； 

( b ) 12,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,47) ； 

(c) i(l,2),( - 1, -2)| ； 

(d) mm . 小 

( e ) |1 月 ，2 月 ，3 月 ，5 月 ，7 月， 8 月 ，10 月， 12 月 I . 

(f) 彳- li. 这是因为，首先可断言 m =0 .若不然，由 

n 2 、1 = 2 m , n 十 1 = Am 

可导致 n - l =(2 w )/(4 m ) = S ， 》不为整数.故 

ti + l -0 y n = -1. 
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3. 记三角形如图，则 
Af]B=id, 

A 门 S 门 C = 0, 

AUBUC = !三角形3个边上所有 

的点丨. 

6 . = ⑼， = 

7. BUC-BnC = 2U4U3U6, 
^n(BUC-BnC)-4U6, 

(A 门 S)U(AnC)=4U7U6, 

(AnB)U(AnC) -AnBflC = 4U6. 

习题二 

1. 给出笛卡尔积 AXB. 

(a) 1(1,2),(1,3),Cl,0,(2,1),(2,2),(2,3)}； 

(b) {(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5)(1,6)1； 

(c) ! ( ， 3<) I x,jy€-R, y^l |; 

(d) i(x,y)GRXl|j ： ^0 I ; 

(e) 1(1,1),(2,1),(3,1),(4,1),(5,1),(6,1)1; 

(0 Ux.yieixil^Ol; 

(g) f(l,1),(1,2),(2,1),(2,2)1; 

(h) j(Cl,l),l),((l 7 2),l),((2,l),l),((2 T 2),t),((l,l), 
2 ),(( 1 , 2 ), 2 ),(( 2 , 1 ), 2 ),(( 2 , 2 ), 2 ) 1 ; 

(i) f (1, (1,D), (1, (1,2)), (1, (2,1) ),(1, (2,2)), (2,(1, 

1 )),( 2 ,( 1 , 2 )),( 2 ,{ 2 , 1 )),( 2 ,( 2 , 2 »|. 

2. 解释关系. 

(a) IU,6)GAXBU,A 均为偁数 ！； 

(b) Ka,6)€AxB|6 为奇数 

(c) )(a,b)^:AxB]b-a = lO\. 

3. 给出关系于集. 
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( a ) I (2,4),(2,6),(2,8),(2 JO ),(2,12),(3,6),(3,9), 
C3,12),(4,8),(4,12),(5,10),(6,12)i; 

( b ) 1(10,11),(11,10),(9,12),(12,9)1; 

( c ) l (2,5),(3,7),(4,9),(5, li ) t ; 

4. 彳 （3, l )，（- t ， l )，(2,2 )K 

习题三 


1. 列举元衮. 

(a) K = f(l,3),(1,5),(1,7),(1,9),(3,5), (3,7),(3,9), 
(5,7),(5,9),(7,9)1 ； 

(b) i?= i(2,3),(3,2),(2,5),(5,2),(3,4),(4,3),(3,5), 
(5,3),(4,5),(5,4),(5,6),(6,5)i; 

(c) 1(0,0),(0,UI),C0,13-1 ),(0,U-,^|),(U-1, 

I .r i , ( ^ I , I .j: , jy I ) , ( I jy j , 1^1), ( S I , I 'r ， > I ) ， （ f 工 ， 夕 I ， 

i .r , ^ I ) I - 

2. 找漏洞. 

前面说，“若 ” ai 26，“ 则”，这不能保证“一定”有6,从而不 
能作为后面证明的依据.也就是说，可能对某个元素 a 来说 ，没有 
任何元素6使得所以，以下的证明就不能成立了. 

4. 对任意由于和 S 确定 A 上的等价关系，故 
(“4)6尺且（< 1 ， ( 063,从而（ ( 3，<1)6 5门汉. 

若 ( a ，6)6 SDi ?^ IU “，6)€« 且 U ，6)65, 而 R 和 S 都 
是 A 上等价关系，从面 U，a )6. S 且 （6, a )6 R , 进面 （ A,«)C 
SC\R. 

^( a , b ) eSf ) R , ( lc >€ sni ?， 即 

(a,i)€-S, (/> , t)6 S , 

(a, A) 6 J?, (b ， c)€R, 

由于 S 和 K 都满足传递性，故 （ a ， (: > GR 而且 U ， t .)6 S , 从而 
(a ， c ) G S fl R . 
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5. 对任意 a 6 A ， 由于诸艮均有反身性，即 U ,«>6 i ?„， 
» = 1,2,….从而 （，< z)G U = i ?- 

kSN 

若 U , fc ) GR ， 而 R 是诸艮的并集，故必有使得 U ，6) 
G _ R ,. 由于 i ?, 有对称性，故 （ Ue ；?, , 从而 （6, 

若 （ a ， fc ) Gi ?, ( A ， t . )6 i ?， 则必有 ydfN 使得 
( b , c )€ R t . 我们选一个自然数/使得></, ,由于 

… ， R^R tlt ^- 

必有 u ，6)6 尺， （\ f ) eR ,. 而 k 有传递性，故 u ， c )6 反， 
(a , c )€- i ?. 

6. 设 A = U ， yh 那么 

>\XA = |(. T ，. r ),(; c ， jy )，(）, x )，（ D )[. 

( a ) Ax A 的每个子集都确定 A 上一个关系.由于 AX A 有 
16个子集，故 A 上有16个不同的关系. 

( e ) AxA 的满足反身性的子集也就是 A XA 的含有<1，^) 
和 （ U ) 的子集，它们是 

“ 工 ， X) ， （ D) 1 ， 

i ( x ， x ), ( u )，（ y ，； t 〉！ ， 

,(3>,y) ,(j：，3»),(3»,a：) i , 

共 4 个. 

( d ) AxA 的具有传递性的子集是 

I (3 S 工）， （ D ) I ， l ( x ，工），（3；，3»)| ; 
|(工，30，（3»，工），(工，0：),(_>>，_>0|. 

共计 13 个. 

( c ) AXA 的具有对称性的子集是 
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i ( J ，>)，（： v ， a ：)，(- r ，. i -) l ， U ,(： y ， x )， U ，: r)l ; 

! (jr ， .r ) ， （ .7: ， _y ), (_y ， -t ) ， （ _y ， ： y) I. 

共计 8 个. 

( b ) 属于上述 ( c ),〈 d )，（ e ) 中共有的子集是 
U ，（3<， y > l ， Ux ， x )， （: y ，： y 〉，（ x ， jy )， （: y ， z ) 丨， 

从而/ \ 上只冇两个等价关系 - 

( f ) 二元集 A 只有两种分类方法，一是整个集合/ \ = u，y 
为--个等价类;一是分成两个等价类， 为一 等价类， |. V | 为另一 
个等价类. 


习题四 

1- (/ «/)( x ) = x 4 , <^> ° g ) (. x ) = .r +2, (( g ° f )° g )( x )= 

(x + l ) 2 + 1，（（/。私）。/)(上 ）= ( x 2 十 l ) 2 . 

3. 对任意 o ：€ A , 由 （ h »/〉（ x ) = (/) i 〉（ x 〉 即 

/i (/(1)) = ) 和 /i 为单射知 y (_ r ) =^( x ). 

4. 对任意 yGB ， 由于是满的，必有 a;G A 使 3* = /! (: r ). 于 
是，由 (/«/ j ) U ) = Cg ° A ) U )，/( /( ( x ) ) ^ g ( /i (.r ) ) . f ( y )= 
g "( j ) 推出 f = g - 

5. 由于 / 和 g 是单射知 g 。/ 为单射，由 / 和 g 是满的又知 

g "/ 是满的. 

又，/ _1 。昇 -1 : C — A ， 且(.厂 ！ y u ( i B -/) = 

厂 1 '« 11 ，同理（只。/)°(/'兄 _1 )〜,；'-再由逆映射的唯一性， 

6. a^O, a^O. 

8■.苦 z ，则冇 . r 白 A , 使2：=(片"/)(_2：)，即 z = 
g (/(, r )). 由于 /(■!■) £ Img (/)， 故 

g (/(^))€ g ( Img (/)). 

反之，如果 z 6 g ( Img (/)) ，则有夕 6 lmg (/) 使 z = g (_ y ). 而 
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j 6 lmg (/) 则必有 x 6 A 使 _y = /(: c ). 故 

z = g{y) = g{f(^)) = ( 兑 u /)(a:)dmg 〈兄 。 /)• 

习瓸五 


1- 求反序数. 

(a) n U - l )/2; a ) nU-\m. 
2. 求置换复合. 



P 3 ° P ,= 


3 


3. 求逆置换. 


3 

2 


P^Pi = 



3 


/2 4 3 6 1 5\ _ /I 2 3 4 5 6\ 

(15 4 3 2 6/~ \2 1 4 5 6 3). 

4' 用户 代表丨个置换 P 依次复合 

F = ((PP) 。 … 〉。 P ， i<n, 

则户（„>=^关„.故尺关7, /是|1，2,-.，《丨上恒等映射 .P 是双 
射，对所给《个置换用消去办法可说明它们两两不间. 


习题六 

1. 验证结合律与交换律. 

( b ) 和 ( d ) 满足结合律； （ a )，（ c ),( d ) 满足交换律. 

2. 完成运算表. 
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3 .设 


r + s = qn + k , < n , 

k 乂 t = pn + l , 0^ l <n , 

r ^ t = j ： 7i t i , 0^? < n , 

s X r = yn j , O^j < n , 

bp r- + .r = a - , ^* xr = /*,/-• x? - = r X?* =; - , 3 P 

么， 

i .十 _/ = 切十 /i ， «h < n 

就有 r + j . =6 '于是 ，由 

(r t - 5 ) X r = (/-x ;) + (s X /) 

m 


(qn + k) t =( x + y)n ^ i j , 
qnt + pn l = { r y ^ z) 7i I. h . 

由于 0 </<"，0<；7<«，故 l = h, r =/r . 也就是 

( r " + s " ) X t ' — i ' + j * — r * X t ' + i ' X ;'. 

5. 从运算表上可以看出 

好©坏=好=坏©好， 

故该运算满足交换律. 

任取：^>^6/\ =彳好，坏丨.若1 =好，则 

xQy = if , ( xQy ) Qz - tf , xQ ( yOz ) =( tj . 

从而 X ®( yQz ) = ( xQy ) Qi . 同理，当: y 为好时，不管 .r ， a 为 
好为坏，均为 


( xO _ v )0 Z = xGC ^ Oz ) - 

当2为好时，亦可照此办理. 

若 x ，3 S 2 均为坏时，: r 0. y 和; y ©2 亦坏，从而 tfl 有 

(:©>>〉©4=：(：©(》©2)=坏. 

元素“坏”是 A 的恒等元，因为 

好©坏=坏©好=好，坏0坏二坏. 


6. 由丁 
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(101)01-(2+1)01=2x3+1 = 7, 
1©(101)=2 + 3 2 = 11. 

故该运算不满足结合律. 

又由于 

100 = 2, 001 = 1, 

故此运算不适合交换律. 

如果是恒等元，则对仃意必有 
e©?i =2e 1 w 2 = n , 

即对任意《61, 2 e =„-^, 迭是不可能的，因为 
1 - 1 2 = 0 , 2 - 2 2 = - 2 . 

复习题 

3. 对任意 _c6B-UA, , 由于； cGB 但 

■r € ^A, 

知： c 不属于任何一个 A,，i6l . 从而，对每个都有： tGB， 
•r $ A,. ，也就是 进而 £€■ .QlJ B — A,). 

反过来， ( B-A, ), 那么，对每个 £61 都有 
B-A ; , 即 _ reB, 不属于每个 A ,. 从而: c^l^A,.， 故 

x^B - U Aj. 

4. (a) 是个映射关系，因为每'个都出现在 (a) 中元素的 
第一个位置上，而且只出现 一次； 

(b) 不是映射关系，有的整数不出现在 （b> 的元素第一位置 
上.例如 ，（b> 中没有形如 


(1，） 

的元素，即 1 GI , 但它在第二个位置上找不到对应 元素； 

也不是映射关系，它有元素 

( 1 , 1 ), (- 1 , 1 ), 

就是说， I 中有元素在 ( d 的第一位置上出现次数多于 一次; 
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对于集合 (d), 由于 

j ( 7>1 ,2 ni + 1 ) I //I 6 1 1 = I ( M - 1 ,2 m - 1 ) I G 1 i , 

任何 m 6 丨均在 (d〉 的元素第一个位置上出现且只出现一次 ，（d) 
是个映射关系. 

5. 前半部分关于反身性、对称性和传递性的证明是显然的. 

闪为 

(-2) 2 -{2) 2 -4, 0 2 =0, 

(-1) 2 = 1 2 =1, 3 2 =9, 

故 R 含6个元索，它们是 

(-2,4),(2,4),(-1, 1),(1,1),(0,0),(3,9). 

7- / '(5,)=1； 

^ (S 3 ) = i , — -y~m I m Gl, m ^0!; 

(S 3 ) = tv" m , ，- i -/ in \ m &\, 

这里的 i 代表纯虚数. 

8. 令瓦 （1) = 1 , 且对任意那么 4是 N 到 
N 的映射，且 

(ff'/)(l) = g(/0)) ^g(2) = 2- 1^1, 

对任意 ； >1，有 

(^•/)0')=^(/0)) = g0 + 1) 

从而 g*/ 使 N 的每个元素都不动， g*/ 为 N 上的恒等映射. 

仔细分析一下，上面定义中规定 g (1) = 1 是可以随便改变 
的.因为在验证等式时根本没涉及到#<〗>为何值.于是，改变 g 
(1) 的定义就可得到无穷多个映射满足要求. 

对任意 /i : N—N， 必有 

(/■/i)(l)-/(/i(l)) = A(i) + l, 

由于 WUGN, 故以1) + 1关1.也扰是说,不能使1保持不 
动，从而 J ' h 不是恒等映射. 
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第二章群与子群 


习理一 


1. 因为 

(^■/)(.r) = gi/i.z))- g(x) , 

( g - g >( x ) = g ( g (. t )) = ^(^) = x = /(^), 

an f'g = g , g - f = g , f •卜 J , g - g =/， 所以映射的复合确实是 
l /, d 上的一个运算. 

映射复合是满足结合律的. 

/是的恒等元 ,_/■ 是/的逆元，^是 1 §■的逆元. 

•2 .由 


a-(b 'c) = a'{b + I ~2~} = a + {b + c) -2-2, 
(a*i) , c = (a^A-2)*c = a+ 6 — 2+c—2, 

知运算满足结合律.也容易看出运算是可交换的. 

取 整数集 I 之元素 2, 对任意 ci 61，有 2 -a = a + 2-2= a .^ 
而2是恒等元. 

对每个 由于 <4 — ( j )， a =4 + a - <z — 2 = 2,即知 4 —a 
是 a 的逆元. 

4. 任取 

〔 (/W#A 〕 (-r> = (/# g )U) + AU) 

= C/(-r) +^(-c)) + h (X), 

C / tt ( g ^ ft ) K . r )=/( x ) + ( g #/,)( x ) 

= f(x) + (g(x) + h(j：)), 

故运算共满足结合律.容易验证交换律. 
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用 5 代表 F 中每点均取值0的常数函数，则对任意 ./' GF 恒 


有 


( f ^- d )(,. r ) = j {. r ) 6{ x )= f ( j -), 

即 J'HO = /. 

任取/云/^，我们用-./代表这样的函数 

' ( - /)(j-) ^ -/(.r), (- oo.co), 

那么， 

〔（ _/) 均 /〕 U ) = (_/)( x ) -/(, r ) + f ( 3 ：) = dU ). 

故（- /) 并- /里/的逆元（亦可称为负元，因为蚌可交 

换）. 


5 . 


b 


c 丨 c . u h 

首先，由= <!>知《为等元，故 

aa — a y ac - (:, 6a = A , be — c . 

其次，由于群中有消去律，上表中任贵一行 和任一 列都不能出 
现两个相同 的元； 进而每行每列必然 u,b,c 出现而 P . 只 出现一 
次.从而由不能等于也不能等丁 - a (否则可推出6或 r 为恒 
等元，与恒等元唯一性矛盾），故 &■ = « ， cb = a . 

最后，根据上述同行同列不能出现相同元素的断言，必有 
b'b~c, cc = b. 

6.若 C 为交换群，那么. 

(ab)'^ =b 'a~' ^a~ [ b \ 

反之，若对任意 恒有%- 1 ，那么,对任意^ 

6 G ， 必有 _ U - ，）丨，也就是 

[(xy )" 1 ]' 1 = cv= (\-" ! ) '(.r -1 )' 1 =>-x, 

这说明 G 是个交换群. 
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7. 对任意 ： r ， y ，> 26R _ ， 

(工#_>0科 2 

= (x + y ~ xy ) ^ z (# 的定义） 

= j : + jy _ or_y + 2 — (.r + y 一 xy)z 
= 3 L + y + z ~ xy ^ xz~yz — xyz ( # 的定义） 

=上.社（: y 拉 2：)， 

这说明#满足结合律.而满足交换律是显而易见的. 

对任意 t 6 K , 上 •关 1,恒有 

-c # 0 = ,r + 0 - 0 = a -. 

故0为恒等元.又当 xeR , : t 关1,则』 -1 乒0,艮 

•r 井 （ a'/(_c - 1)) = .r + ' r/(_r - 1) ~ x 2 l(x -1)=0, 

即 o： 必有逆元.所以， （ R - U 丨，祐）是交换群. 

习题二 

3. 当 a ， b ， c \ ci ， e，j 为偶数时， rf + a ,/+ c ， e + a /+6 均为 
偶数，故 


lab 、 

1 ci 

e l [1 

d + a e + af + h' 


0 1 c 

0 1 

/ = 0 

1 f+C | 

6 £ 

0 0 lj 

0 0 

lj to 

0 1 J 



又，当 a ,6， c 为偶数时，- a , 为偶数， 


1 

a b 

- 1 

1 — a ac — b \ 

j 

0 

1 c 

= 

0 1 -c 


,0 

0 1 ； 

i 

lO 0 1 ] 

1 


4. 若 u € H ，即，，= e， 从而： r m ， =(❹）"= 

若 o ;6 H， ， = P _i = e ，这说明 

x 'ew. 

b . 首先 a 参 0, c 尹 0 则乒0,所以 A 确实是 G 上的运算. 
其次，任取 （ a ,6),( [ ：， i O ， U ,/)6 GJp 《 
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{(«,/? )Mc })Mtr , f) 

=(ac , Ac + ,/) (定义） 

d)e + /) (定义） 

= ( ace , bee + de + f ) • 

另一方面， 

(a ， 6) 厶 (（c，")△(<%/)) 

-(a , 6) A(cij ? /) (定义〉 

-(ace t bce + de ^ f ) , (定义〉 

这说明 A 满足结合律. 

再•次，可以证明（丨 ， 0) 是 （ G , A ) 的恒等元.因为，对任意 
(«，以(7,有 

(1 t 0)A(a ,6) = (a ,0a -H 
( a ,6) i ( l ,0)=( a ,6* lH -0)=( a ,*). 

最后，通过解方程可以算出，对(心6)€6有 

(^-,-|-)A( Cit 6) = (l,-6 + 6) = (l,0), 

(“) HHiMh 1 ， 0 )- 

凑证明 H 是 G 的子群，对任意均有 

a,fe>A(i,c/>=a,6 + c/)6ff. 

而 （1,6) 在 （ G , A ) 中的逆元 （ l ，-6) eH , 故 H 是 f ； 的子群. 

7. 将其乘法表列出则一目 r 然. 



I 

A 

_J3_ 

C 

-I 

-A 

-li 

-C 

I 

I 

A 

— 

c 

- / 

-A 

~~r' 

-C 

A 

A 

- / 

c 

-B 

-A 

7 

-c 

B 

B 

B 

-C 

-1 

A 

-B 

C 

f 

-A 

C 

C 

B 

-A 

-/ 

-C 

-B 

A 

J 

- f 

- I 

--4 

-B 

-C 

1 

A 

Q 

C 

-A . 

-A 

i 

-C 

B 

A 

-f 

C 

-B 

-B ! 

-B 

.C 

/ 

-A 

B 


-f 

A 

C ! 

-c 


A 

； 

C 

Ji 

-A 

- / 
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习题三 


1. 子群 <(1 2 3 4)>共有4个元素 

(1),(1 23 4),(1 3)(2 4),(1 432). 

而子群〈（1 2),(3 4)〉的元素是 

⑴， （1 2),(3 4),(1 2)(3 4). 

2. 4阶交代群的元素是 

(1),(12)(34), C 1 3)(2 4),(1 4)(2 3),(1 2 3),(1 3 2), 
(23 4),(24 3),(1 34),(1 4 3),(1 24),(1 4 2). 

3. 两个子群是 

H =|( l ),(34) i , 

K = f ( l),(l 2),(3 4),(1 2)(3 4)(. 

4. (1 3)(2 4 5),(1 3 4)(2 5),(1 234 5),(5 432 1). 

5-. U ),(1 2),(3 4),(1 2)(3 4). 

习理四 


1. 子群有4 个： 

U ) i [0],[ l ],[2],[3],[4 j ,[5],[6],[7]},^^7 C *[ l ], 
[3],[5],[7]； 

( b ) 1[0],[2],[4],[6]!,生成元有[2],[6] ; 

( c ) l [0],[4]| ={[4])； 

(d) l[0]| = ([0]>. 

2- <[4],[6],[8 ]>W - 

[0],[4},[6],[8],[6]-[4],[6] ffl [4],[6] ffl [6],[6 M 8], 

[8] 田 [8] ， [6] 田 , [8] 田 [8] 田 [4], [幻田 [8] 田 [6 j •它可以分 
别看成是[2]，[10],[1 4 ],1；22]生成的子群，把它记为 H . 因为采 
用加法记号，我们可以把幂写成倍，从而 H 的元素按生成元升幂 
排列 


[0].[2],[4],[6],[8],[10},[12],[14],[16], 
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或者 


[I8j,[20],[22]i 


[0], [10],[20],[63,[16],[2],[12],[22],[8], 

[18],[4],[14]； 

或者 

[0],[14],[4],[18],[8],[22],[12] 7 [2],[16], 

[ 6 ],[ 20 ],[ 10 ]; 

或者 

[0],[22],[20],[18],[16],[141,[12],[10],[8], i 6],[4],[2], 





4. 可以断言.否则 ab = e , K'J 6= a _ l G ( a 〉， 同时，在 
此条件下，必有 ac = b (因为再由消去律 oc / a , ac ^ c ). 


同时，利用消去律又知 ab ^ a , •故知 ab ^ c . G 的乘 

法表只有一种排法 



b 


习題五 


1- 若(《^广= e ，即 a(fta )6 = e ，必有 

{ba)---{ba){ba) = (ba) n = e. 
2. 对任意 . r 6 G , 应有 
{xax ~ 1 ) 2 = (xax'')(xeLr.~ l ) = xa. 2 x~ l 

即 jcox ' 1 的阶数只能为1或2;也就是说，或者 

— J 

xax == e, xa — x t a — e 

或者^ 阶数为2, ，即 
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前者与 d 之阶数为2矛盾，只能有 .ra = a . 

3. 任取容由于 gV ! 阶数有限，可设 

g m =--e 7 h" = e. 

于是（沾产 = = «，奸的阶数有限,从而妫 ew . 

若君 ew , y = e , 那么 = (， r l = e ; 从而 〆 ¥ h . 

4. 任取 . r ,： y € G , 则 i ，： v , o 的阶数不为4,至多是2.故 

x' = e , ;y 2 =<，， (^) 2 = e, 

从而上述3元每个元素的逆元就是自己.故 

(-ry) 1 =xy, y~' a :' 1 = xy, yr = r.y. 

5. 犮的阶数要整除 〆 ，只能是 l ， p ， 〆 . 若某元 g 之阶数为 
〆 ，则 G 为循环群，矛盾•故对每个恒有 〆 = e . 

6. 若 aGH ， a 的阶数是无限的，则当 r # s 时恒有 〆 
故 a $( a 2 ). 

同时， a 2 乒 e , 故 〈 a 2 > 弇 fe 丨.由題设，应有这与 
a 6 H 矛盾. 

7. 6. 


习题六 



(O' 

， 0 ，） 

(0. 

,i.) 

(0. 

,2') 

(r 

， 0_) 

(1. 

,r) 

(1 ， 

,2-) 

(0. 

， 0_) 

(0. 

， 0.) 

(0 % 

,i') 

<0, 

.2*) 

(i. 

， o.) 

(1 ， 


(I- 

,2.) 

(0_ 

， 1.) 

(0* 

,r) 

Co* 

X) 

(0* 

， 0 ，） 

d' 

,1-) 

(1. 

,2*) 

(1. 

.0 ，） 

( 公 _ 

,2.) 

(0 # 

,r) 

(0* 

,o，> 

(0. 

,r) 

(i* 

,2-) 

(1* 

，。‘ .） 

(r 

， r) 

(1. 

,0-) 

(i* 

,0.) 

a. 

,r) 

(1. 

， 2.) 

(0, 

,0-> 

<0, 

,1-) 

(0* 

， 2_) 

(1* 

， 1.) 

(1* 

,1.) 

a- 

,2*) 

(1 ， ， 0) 

(O' 

,r) 

(0* 

,2*) 

(0. 

， o.) 

(1- 

， 2*) 

(1. 

,2*) 

a* 

,0*) 

(!' 

， 1.) 

(0. 

， 2.) 

(0- 

， o.) 

(0- 

,r > 


2. ( iy ). 













3. 1(0' ,0" ，■;(>. ； ®l@I ： -Ii©IO' I®*2 ， l2 

®l!©t0|, 10" f_*. I@I 2 ,I0' i©I z ®|0" f,I 2 ®|ir S®i0* ；. 

g 习题 


2. 由 _y_ 1 =、?• _ 得 

J' 1 — 1 .r v = (.r 1 .yj') jy. 

两端消去 1 , 得 vr . r ^ = t ，. 据逆元唯一性知 

再用. •<_ 代替 _y 面的右侧等式变成 

(x l yx ) 2 ~ a- 1 , j: 'y 2 x = x 2 . 

M 两端消去 1 和 .2. 得乂 = ，.又因为 , 因此得 x 4 = q 

y 

3 . 若 ag ~ ah ，消去 a 得 g = h ，这说明 / 是单射. 

对任意 A € G ,我们有 /(« _ 1 A ) = « (a — 1 /!) = /, ，这说明/'是 
满射. 

4. 应当首光解决合理性问题.右 = « 2 、，云忖- 

由于 H 是子群，故 

从而 «!,-' = Ha； 1 ; 也就是说 ex 与 S 的元素(左陪集）的代表元选 
择无关. 

5. 首先 ， a = a 1 ， A = ，即 a 和分别是这 3 种形式元素之 

其次，任取 W ,6 V , 则 

ba! = baa 1 '' - aba/' 1 ~c^b. 

故(&)(£> 2 <^> =以£»，"为3形式之一. 

于是可以说明这3种形式元素的全体已经构成群，且等于 
( a , b ). 

6_ <2>£ HSI . 如果⑵关 H ， 即有奇数尺 H , 设 j =2"+ 1, 
那么由 
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j(zH, 2n^ (2)£H 

推出 l = i-I = H 矛盾. 

9. 设 G = I q ，…， 丨.由消去律知 

a^ai , ara 2 , …， a,'a n 

两两不同，它们是 G 的 ri 个不间的元素.而 G 只有 re 个元素，所 
以它们就是 G 的全部元素.从而必有 i 使得 an =«,. 

任取 iGG , 因为 

a,'a, , a 2 'a, ,… ， a„ 'a, 

乃是 G 之全部元素，故必有使 i = 于是 
x-Ui ~(y-a,)-a, = ya x = x. 

由于 _ r 是任意的，这说明 & 就一个右恒等元. 

同样，由于对任意 j _, 

a, * a !, a, ^ 2 , …， a, *a„ 

是 G 之全部元素，必有〜使得，，这说明 每个七 都有右 
逆元. 


第三章群的同态 


习题一 

1 . f{.^y) = axa^ 1 aya~' =f(x)f(y'). 

对任意: y 6 G , 恒有 

y = a{a' 'ya)a^ = f(a ya), 

这说明 / 是满射.群满足消去律，从而/是个单射， 

4'. 首先，对任意: c ,： yeG , 由于由工导出的内自同构为恒 
等映射，必有也就是 a = ； yr ， G 为交换群. 

其次，当 G 为交换群时，规定 

f -. x-^x \对任意 ： c 弓 G , 
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则/也是内自同构.据题意/为恒等映射，即 : r = x ，对 
每个 . zee 都成立. 

5. 设/是 < Q ,+ ) 到 ( Q , 彳_)的同构，.那么，对任意正 
整数《，由 n 等于„个 i 相加而/是同构映射，故 

/(n) = /(l +l)=n/(l) = »a. 

对于负整数 _ ri ， 有 

f (> n )= f (- n )=- f ( n ) = (.- n)a = ma . 

对正整数由于 «•- -1. 

n 

f ⑴二八 n .i ) =/ U +“0=0， 

即， , ，(去 ) =a ，推 w (土) 

总结之就有，对任意有理数，恒有 

n 

00十， 

/是由 a 导出的映射， 

6. 偶数加群（£，+ ) 是整数加群的一个真子群，而整数加群 

( I , + ) 同构于 （ E , + ) 的真 T - 群 , 

K = i 4«| « eif . 

习®二 

L 只要确定1‘在自同构之下的係，则其他各元的像完全确 
定，恒等映射/及 

/ l (<")=2；' , ACT ) = 3 ? '*, /,(；")=4 ； '", 

即（1,，+)的全部自同构. 

2. A 是可逆的，故/是双射，又 
/((a, ，…， flj + (6】 ，…， 6J) 

= (( c ^ ，…， a ”） + >)>\ 
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= («| ，…， a„〉A + (办|，… ，厶 „〉/\ 

= /((«,,•••, ))•+ /(/ j t 

3 -设•对任意由 W 之不变性 gAg 」£只知 
ghg~' = h 或 =e. 

但 逆 4；-’ 时蕴涵 A = 〃，所以只能有 

gi<H ' = * • 8^ - h g < 

也就是 /l 6 Z- 

5'. 任取 xeK , , y«f K,-# 

-V> ； 1 - ' V ' - (xyx I)y , 

由丁 • K 是 G 的不变子群，故同时, ： y _l 6K， 从而 

(cvi 

同理， 

xyx y = r( '), 

而 》 '€H ， 故人 vr M _y '6//. 

所以 .ou： 1 6HHK= k 丨.进而 a-yx ' 1 >- 1 = e, 也就是 


ry = yi-. 

6. 该群的特点是 ci，6,< :-二 1 、 元素中任意两个相乘均得第三 
者，而每个元素自己乘自己得其本身. 

若 <r 是 G 上可逆变换且0 U ) = e ，则5必为自同构，只要在 
计算^■分别 ■!：,>■ 相同与不同情形，恒有 
o(xv) ={r(.(.)<r(y). 

而每个使 e 不动的可逆变換恰好就是三个元素的一 
个置换，故 AuKG)**^. ' 


习題三 


1. g … W . 

2. 当 g 之阶为 3 时， 

Ker(ff) = |“ ，， -3,0,3,6 广 ]. 
当 g ■之 阶无限时， KerU>=iOL 
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而矩阵乘法适合分配律故 L 是个同态映射. 

而 L 的核就是方程组 

I .? ^-2 y - = = 0, 

\ 2x + v ^ r - 0, 

(i:-' v I 2*=0 

的解的集合，故 K er (n = i (/.- r .-/)! f € RS . 


4. 任取 c +Wee*, 其中 a, 6 和 c ， d 都是实 

数 . 那么， 


uda + ) (t + ui)) 


= 仇，一 M 十 ^ ^) 


= 4\ac- W) 2 + (fe+ aJ) 1 

( 定义） 

=\fa 2 + b' + d L 

( 算） 

=tr(a + ib)o(c + it/). 

( 定义） 

5 、任取 （ w ， 《 ) 6 1 x I， t /)^ I x I, 

〆(" ， ， w)+(m) 


— o{{m k f 7i + /)) 

(1X1 中加法） 

-{m -f ^) h {n L) 

(a 的定义） 

=(m + «) + (^ + /) 

( 数加的交换结 合律） 

-cr((w ,«))+■ ^((^i/))- 

U 的定义） 

任意 （w ,«)€KcrO ) 充要条件足 


<7 ((?«,«))■= 7« + n ― 


也就是 w + w =0, n = - m ■故 


Ker(«j) = 1 ( w ， tt) 61 x 1 丨 w = 

- m \ 


= I ( 7« ,-»()；?« GI i. 



习题四 

1. §2之例7表明 S , 仅有一个非平凡的不变子群！ （1), 
0 2 3),(1 3 2) i . S 3 对这个不变子群的商群结构见本节例 1. 

2. 用 G 代表克莱因四元数群， 

G = \ .z I , ±A . ± B , tC \. 

本革§2之例题8已经指明 

J ={ I ,~ I , C ,- C ] 

都足 G 的不平凡的不变子群. | ' 

商群含两个元素，陪集 

K =\!,- I , A ,- A \, 

BK = - C |. 

li)K = C,K = (- C ) K . 可排出 GlK 之乘法表（实 
际上，所有的二元群均同构）. 

K j K^ 

BK \ BK 

OIL 和 G / J 均与 G / K 结构相同. 

而群 G / H 含4个元素，即陪集 

H = AH = iA , - Ai , 

CH = IC ,- C |. 

其乘法表是 



H 

AH 

BH 

CM 

H 

H 

.AH 

BH 

CH 

AH 

AH 

H 

CH 

BH 

BH i 

| 

1 BH 

CH 

H 

AH 

CH j 

CH 

m 


H. 


BK 

BK 

K 
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3. IV 是 G 的不变子群是显然的. 

建立群 G 到其子群 K = L 5"’ I wGlI 的映射， 
a-.2"5 r: -*5"'. 

因为 G 中的有理数写成2-5" 1 形式时《和仍部有该数唯一确定 
{ 由整数分解难一性知，荇 2 , 5 m =2^5 t ，必铎致 v 二 I ， w = t ), 从 
而 b 述对应是完全确定的. 

又，对任意 
( x (2〜5".2 i 5 r ) 

= 5^__ U 之定义） 

= 5.' -5‘. 

= a(r，5、）a(2H U 之定义） 

从 TO a &G 到 K 的群同态映射.任取5〃 6 K , 则 ^(53 = 5%这说 
明^的满射. 

现在来研究 < r 的核.若 2 KG , 使 
则2 '"5’'=2". 所以 

Ker( £7 ) = N. 

由群 同态基本定理，得 0/^^K. 

4. 由于 ixl 到丨的群同态 

a\{m ,n )-*•/« + n 

足满的， Ke r ( cr > = N , 所以由群同态基本定理可得 ( IXI )/ N 兰 1. 

5- G/Z 为循环群，设 g Z 为 GIZ 的一个生成元，片 
任取 tGG , . ri ? 即为商群 G /7 的一个元素，而成为生成 
元，必有《 使 


{ HZ )'' = g " Z = rZ . 

从而，必冇 zGZ 使 . r = 

. 任取 . V 6 G '， 又必有 k ，6 Z 使得 . v 

于是 
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J:y = { g " z ){ g "' iv )~ g ' g^zw = g ^' wg " z ~ yx . 

由于造任意的，上式说明 G 是交换群. 

复习题 

1. 任取 xeHDK ■及 66/(, 由于 H 是 G 的不变子 
群，故 /bvfe YK . 又山于 xGK , kGK , 故 h / T ' GK ■.从而 

k . vk - ] eHf ) K . 

2. 每个化都是 G 的子群，所以它们的交集 K 必为 G 的子 
群- 

现在，对任意 4 6 K ■及我们来证明^云尺，也就是 
要征明，对任盘 . t ，有 1 6 H ,. 

事实上对于元累貧 kw 有 々6/ v 。； 从而有 hen 
使 

k-(g ! x)h(g~ ] x )^ 1 =g ' jc/u ； ' g, 

进而有 gkg -'^ xhx -'^ H ,. 

由 r 的任意性推出#.再由的任意性推出 
K 是 G 的不变子群. 工、 

3. 任意： t ，： y 6 N ， 由 H .,： = ,，. H ， H_y = 得 

H ( j ： y )- x ( Hy ) - x ( yH ) = (, xy ) R , 

即知 （ vGiV . 再由 Hi - = xH 得 1 ’知道 j 1 e N . 所 

以， N 是 G 的子群. 

对于 h 6 H ， 当然有 H/ t = hH , 故 HCN . 

任取 i . eiV , 恒有 _ rH = Hr ， 这说明 H 是 N 的不变子群. 

4. 若>€0：，那么，对任 ; f 都有 

hy = yh , 

当然有, H 3/ = _ yH . 故 CS ； V , 且容易验证 C & N 的子群. 

进一步，对任意 xeW , 我们采证明 xyx '^ C . 

任取由于 Hx = .!； f 7, 必有使 
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hx- xk , x~ l h = kx 


于是有 

h { xyx -') 

= (结合律） 

=( xk ){ yx ~ i ') ( h.t — xk ) 

= 'r(W’ (y€ C) 

=xy{x~^ h) h = k£~ ! ). 

5. 在群 H 中 5' 的周期是4,而群 K 中 5‘，7 •和 ir 的周期 
均为 2, H 不同构于 K . 

6. 计箅 ij Jk 和以，对照两群之乘法表. 

7. 先证明 a 是单射.若有 _ i _，： v 6 G ， 

x /( j ' ! ) = yf ( y ' 1 ), 

两端左乘，、右乘/( X )，得 

由所给条件知 y~'x = e , x = y . 

有限群上的变换只要是单射必然还是 满射; 从而为双射. 

8. 令 


- \b , 


印得 ( G , + ) 到 ( C ，+ ) 的同构映射. 


再令 


\-b 


- ib , 


-6 2 ^0, 


则得 ( G * V ) 到 ( C s , •) 的映射.容易看出，这是个双射. 


进一步，任取 


-b 




« 2 + 6V0, c 2 + c/VO, 


都有 
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la / c d\ 

\ - b uj\ - d cl 


((ac _ bd ad + bc \^ 

\ — be ^ ad ac — bd I 

=(ac - bd ) [(ad + be ) (r 的定义） 

= { a + ib)(c + id ) (复数乘法） 

M (二 

9. 因为 (_ o / r=_rV 故也.且 K er ( c 7) = | xGGU B =^| 

10. 矩阵 

b ' 


的逆矩阵是, 


A = 
b 

~^d 




d 


, a ^ O , d ^=0 


.从而 


这里我们不需要算出 i 就足以说明问题. 
令 


■?:(: :卜 a, a ^' 样 0， 

则得到 G 到非零实数乘法群 ( R # , •：) 的一个映射.显然是个满射. 
计算 a 的核，矩阵 A & G 属于 KerU ) 的充要条件是 a = 1，也就是 
A 6 K ， 即 

Ker (< r ) = K . 

由群同态基本定理得 G / K *«( R ff 

11. 商群 Q / I 的每个元素就是一个有理数也对1的陪集2 + 

n n 


I ， n# 0 . 
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+管 e 是正是负，我 们 总 ㈡ 以要求 K > o .那么 


n 


n 



+ 1= m + 1= I. 


而 I 就是群 Q / I 的零元. 

所以 , Q / I 的每个元素的周期（阶数）都是有限的. 


第四章环与理想 


习题一 

2.若 F 可换，对任意 U ,66 R 有以 = Aa . 从而 

(<i + A )(a — b) — a l 十 ba — ah - b 2 = a 2 _ b 2 . 

反之，若对任意 a , h ^ R 恒有 （a + d)(.a - b ) - u :> - // , 而甶 
分配律知 

(a b)(a — b ) — a 2 ^ ba - ab — h 2 ， 

故得 Aa - a 6=0, 即 a 6 = 6 a . J ? 可换. 

3_ 要注意，按规定 a - 6 就是 a + ( - 6) ，于是 ” 

( a -«6) + (A — c ) =〔a + (- 6)〕 十〔6 + ( - c )] 

=a + 〔（一 *)+&〕+ ( - c ). 

W ( - b ) 十6=0,故 （ci 一 6) ^' (6 ~ c ) = a + { - c ) — a - c . 

4. 任取 <2€ R ， 由 ei = e 可得 

x * e % e = x^e f { x 9 e - x ) *e — Q . 

由于 e 不是零因子, xe - a ： 只能等于 0, 也就是 x 7 = 同理可知 
fx = x •由： r 的任意性知 e 为 J ? 的恒等元. 

6•若 i ? 是有1的交换环且满足消去律，那么 A = 0 逋涵 
a*b 二 a •()，导致 6=0. 

7. 若 ( J ?, +，*) 是有5个元素的环，那么 （ R ，+ ) 是有5个元 
素的加法群•由于5是素数 •（；?，+ ) 必为循环群，可记为 
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R — \ 0 , a , a + a , a+a + a,a + a + a + a \ . 

按已约定的符号，就是 

R —\ 0 , a , 2 a , 3 a , 4 a \. 

任取 R 中元素 w /3 ， na ,则 

(ma )• ( na ) — mn(a ' a ). 

由于 R 是个环必有0<；5 ： <4使 (1 \=；^.从而（《 < 1) 
• ( wa ) = mnko . .同理 （na ) ’（ ma ) = mnka . 

习题二 

1. 子环 |( T ，4' 丨中 4’ 为恒等元，子环 i ( T ,3' i 中 3 •是恒 
等元. 

2. 若有¥1数 


m k 

T 

是既约的，《和/都与 f 互素 ，即声 不能整除《，/，则 p 亦不能整 
除 n /， 从而■通分后分母 W 不能被 p 整除，既约后也不能被 
整除，从而 


---f €H. 




3-任取 f , + m = p i , t = 其中是非负整数•不 


妨设，则 



它们既约后分母仍为的若干方(包含 
理数为整数的情肜）. 

4. |0|, i 0, at ,|0,6 l , t 0, c |, i ?. 


.± = ^L 
P l P 

户的 0 方，分母为 1, 此有 
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5. 若 x ,： yes , 必有 IE 整数 w ，” 使 wx = 0, «) = 0,从而 

mn{x + 夕 )= n ( mx ) + rn ( ny ) = 0， 

x ^ y ^: S . 

对任意 R Rx ^ S y mx = 0 ，有 

m ( rr ) = r ( mx )=0, 
m { xr ) = ( nix)r =0, 

即 rx 9 xr ^: S . 

6 , 先证 /= a +幻 - e , e 2 有如下性质 

e ：/~ e^ei + e \ e 2 ~ e x . 

€ 2 f = e 2 e x 4 re 7 e 2 - e i e 1 = e 2 - 
于是知 / = (£■, + e 2 = f , / 为单方元. 

由于 /二4 — e 2 -eiezGGt , e 2 )，且 

e , = ej'^r (/), f 2 = e 2 f ^:( f ), 

即知 （/) = h , e 2 ). 

习题三 


1. 1 的单位有[1],[21,「41,1：5]，「71,[8] ; 零因子有[0],[3], 
[6]; 周期为3的元素有 [3] 和 [6]; 周期为9的有[1]，[2],[4], 
[5],[7],[8] 

2. 环 1/(16) 的单位有 [1], [3], [5], [7], [9] ,[11], [13], 
[15]. 若 1/(16) 的子环 S 含上述元素之一，设为 [ i],S 为子环，必 
含 

[ i ] + [^l = [2«], 

因为 2 i 是个偶数 [2 i ] 必为 [0],[2], …， [14] 中的一个，记为 b _]. 
由于:‘和 j 两数一奇一偶，必有整数使以+ ~_ = 1;从而 

小]+ 吣]=[1]. 

而 /[£] 和蚪 >] 都在 S 中，故 [1]€ S . 从而1/(16>的所有元素都在 
S 中. 


457 





3. 对任意 uGJ ?， 有 

(e +I)(a + I) = ea i I~a +l = ae + f= (a-i Die*-I). 

这说明 e + f 是 /?// 的恒等元 . 

在偶数环 K 中，理想 

(6) = !•.■， -6，<)，6,… } ， 

作商环 E /(6〉. 

E 是没有恒等元的环.但商环 

E / ⑹=|(6),2+(6),4+⑹ i 
中， 4+(6) 是恒等元. 

4. 整数环 I 为无零因子环，但商环 1/(4) 中 （2+(4)). (2 + 
(4)) = (4)，即2 + (4〉是1/(4)的一个零因子. 

所有形如 


m 

.0 


0 

， m 

n . 


的矩阵在矩阵运算之下构成的环 ki 为只；所有形如 


0 ' 
7! 


n^I 


的矩阵组成及的一个理想 I .商环 只 / J 的元素恒可由形如 



的矩阵作代表，可以看出/?//为无零因子环，但 J ? 中有很多零因 
子. 


5. 任职 r € i ?， 由于 i ?/ f 的元素加法周期有限必有正整数 
m 使得 

m(r+I) = mr + I-l, 

也就是 mre / •而 J 的每个元的加法周期有限,又必有正整数 f 使 
得 〆 wr )=0, 也就是 Um)r = 0, r 的加法周期有限. 
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习题四 


[10 c ] 

Ker(d)=^ c 是实数 k 

Uo ol| J 

ffl rlj I 

^-'({.41)-1 ' 卜是实数 k 

丨； " J ■丨 1 


cs-"'( i /ii ) = ■: 


f 0 c . 

.0 K. 


' 是实数 } 


2. 对于任意一个非芩有理数 a ，我们可使其分子与分母既约 
民分母大于零.设 


a = nil n 、 ( »( , n ) = 1, n >0, 

而且这种表法是由 a 唯•-确定的.由于 

f ( na ) = = g ( m )~ g ( na ), 

而 / 和 g 都遥同态映射，故 

/( ) = /(w + .. •十 a ) = ， 1 乂 ( a ) = wg ( u ). 

两端同乘实数 1/ h 即得 /( o ') =¥(^).由《之任意性可推出 
f = g - 

3. 任取> 6 /( S ), 必有 J , ? 6 S 使得 J . -- /( s ) , y = f { t ). 

从而 

a; ->. = /( s )-/(；)=/( .s +(-/•)) ^ /(s _ t ) ， 
:ry^f(s)f(t)^= f(st). 

由于 s , f G 5 , S 是 J ? 的子环，故 s - f , V C - S . 从而 x ~ y , 
a : y ^: f ( S ). 

4. / 实际上是 R 到 R / J 的 fi 然同态限制在 i 上而己， / 是个 
环同态 - 

I 中元素 .r 属于 Ker(/ 〉 当而且仅当 .r + J 二 _ ； , 也就是 x € J ， 
.cnj ' 故 Ker(/Wnj. 
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5. 由于对任意 a + + 有 

/ C(a + c ) H- (A + dyf^}- /(a + 6/3) + /(c 十 3^/3 )， 


而乱 

f((a + b /3)(c + dj3)} 

^ f(ac +3 W + (^ + & V 3) (复数 乘法〉 

— (ari- 3bd) - (ad bc}J~3 (f 的定义） 

=(a - 6 V 3)( c -^ v 3) (复数乘法） 

= /( a ^ b ^ 3 ) f { c ^ d / 3 ). (/ 的定义） 

任取 a + 则 

fxa — b + 6. 

所以， / 是满的 ， Img (/> = 丁. 

若 = 贝 1 j 

a- c-{b- d}/3y (* ) 

如果 6 -^垆 0 ,则有 

/3 — (a — c)!(b - d). 

推是有理数，矛盾•故 = 再由 （* ) 推出也就是 
a = c y b-d % 

从而 a + + 选说明/是单射， KeH / iHOl . 

习题五 

2. 任取 （/ ■,,) 云 R @ S . 由于 r ^ R 是周期有限的，必有正整 
数 w 使 mr = 0 .又由于也是周期有限的，必有正整数„使 
得 m =0. 于是 

^n(r t s) = { mnr, nms )= (0,0). 

3. 任取（/*,.,)6沢 ㊉ S , 必有正整数 m ，„ 使 

n 〕， 5 " =o. 
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从而 （ r ， 5 K m = (， m ，/ OT ) = ((>，0)- 
4. Ker(/) = /HJ. 


复习题 

1. I 在 ( Q ，+ > 中生成的子群是 

1在 ( Q - |0 i ，*) 生成的子群是 

UKil ; 

4&( q . +, •) 生成的子环是 

U w (士广 f a, (y )'" ' + … + a„(+)l”ei ， a ; 6li t 

I 在 ( Q ，+ ， .) 生成的理想 SQ 本身. 

2. 由于环 R 是有 1 的交换环，所以它的任意一个元素 g ( x ) 
生成的理想是 

UU ) gU )| AU ) eKi . 

若 (2,2) 是由 g (. r ) 生成的，则必有 k ( jt ) , h ( x )^ R , 

2= kix)g(x) , x = h{x)g{x). 

使前式成立之 _ gU ) 只有 2, - 2，1 和-1，使后式成立 gU ) 只能 
为： ml ，-1. 但1和 -1 都不在 C 2，： r ) 中，矛盾. 

5* . 若 n ，〜云了,那么，对任意： r 6 f ， 

(r | — r 2 ),r = r s x — rjx ^ /. 

而对任意 a ^ R 及 r G T 有 

{ ar)x = a ( rj ：)^ ], 对每 I , 

这说明 m 6 T . 

6. 是于环.因为若27«/，;，2是//€5,则 
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Imjn -^2kh — (2ml +2kn )/(nl), 

其分母为奇数，分母为偶数，它们若有公因数并必为奇数，既约后， 
必然是分母为奇数，分子为偶数，从而 2 rW «+2 A //$ S . 

同理， {2mjn ) • (2^// )6 S . 

但 S 不是理想，因为 2es , ，但 1 = ■在 Q . 

7. 商环 1/( 户 2 )的单位有 

l + (/> 2 ) ， -" ， (p-l) + (p 2 )，P + l + (p 2 )".. ， />(/*_l) + l+(p 2 )' 
而幂零元有2个，是 

( p 2 )， P +(/^), …， （ P - l ) F +( 〆 ）. 

该环之非单位全幂零. 

8. 只有一个非平凡理想丨（/> 2 ),户 + ( p 2 ) i . 

9. 4 e =4 e 2 = (2 e )(2 e),M R 无零因子，故由 4 e = 0 推出 2 e =0- 
10- R 中的 U , a , W 形成一个乘法群，进而是个3阶循环群， 

必有 a 2 =6.故乘法表是 

• _ 0 _£_ a _ b _ 

0 0 0 0 0 

e 0 e a b 

a 0 a h e 

b 0 6 e a 

11. 由于 i ? 的阶数(作为加群）为4,而 e 的周期必为 4 的因 
宇，同时 e + e = a 尹0说明 f 的周期不为 a ，所以《的周期只能是 
4•从面 e + e+e = 6 .其加法表是 

+ _ 0 _ e _ a _ b _ 

^ 0 e a S 

^ e a b 0 

a a b 0 e 

b b 0 e a 

根据 分配律，容易算出其乘法表 
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0 e 

a -2 e 

b-be 

7—1 

0 0 

0 

0 

1 

e 

| D e 

a 

b 

2 e — a 

0 o 

0 

a 

b 

0 b 

a 

e 

12. 若有整数 m , rz 使得 m 2 
m 1 V (3) - (3” 2 + 
w 2 + (3)-(3)(^ 2 

-3 〆 =992, 那么， 在自然 同态下 
(3)) = 992+(3), 

+ (3))=2+(3). 


山 （3) 是商环中的零元，它与任何元的积都是零，故得 
…(3) = 2+(3)， 

(m + (3))("』+ (3))=2+ (3). 

但 1/(3) 中，1+ (3) 和2+ (3) 的平方都是 1 + (3), 绝没有元 素的平 
方为 2+(3), 矛盾. 

13. 若有整数 m ,„ 使得 

m 2 -17/ = 855, 

在 I 到 i /( n ) 的自然同态下，必有 

(w + (17))( t « +(17)) = 855 + (17). 

由于855 = 17.50 + 5,故应有 

0 + ( I 7)) 2 =5 + (17). 

仔细计算商环 1/(17) 各元素的平方，只有 0+(17), 1十 （17), 
4+ (17),9+(17),16+(17),8+ (17),2+ (17), 15 + (17), 13 + 
(17), 绝不出现 5+(17). 

第五章从杯到域 


习题一 

1.由于 a 6 关 ()，故 “关 0.若 a 为零因子，有关0,使 ca =0, 
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那么 


c(ab) = (ca)b=0, 

与 ab 不是零因子的假定相矛盾. 

2.若 CT 不是零同态,则必有 <7(0 尹 0. 若不然，对任意 
(r(a) = tf(a-l) = crCa)cr(l) : =0. 

进一步，由于 

<r(l)=jT(l.l> = cr(l)a(l) ， <j(1)^0, 

而 〆 是域， ffU ) 必有逆，将上式两端同乘 < r ( l ) 的逆，得 <7(1) = 1'. 

如果 〆 县个一般环，有恒等元1、不能保障例如， 
f 是实数域， r 是所有2阶方阵构成的矩阵环 



是 F . 到 r 的环同态映射，但 di ) 不是 F ' 的恒等元. 

3. 由于 D 是交换的，该式等于 

(d - a)(d ~ b)(d - c ) =0. 

而 D 无零因子，必有 d ~ a =0 ,d ~ b = 0 或者 cl - c =0. 

4. 设 F 是个 3 元域，它有零元 0 和恒等元1，现将 F 记成 
|0,1,.由于 （ F , + ) 是个3元群，必然是循环群，故知1 + 1 = «. 

再据乘法分配律，可将 f 的乘法表完仝确定出来 



5. 若 （ F ， +，•）是 m 元域，那么 （F - 就是 m -1 元 

群. 由拉格朗日定理,对任意 «6 F - |0| (也就是 a € F , «#()) 有 
a ™ _ l = l •当然有而 a =0 也满足此式. 

6. 对任意 a + b -/^7 ,c + d 尺，由于 

(. a+b v / ^~7) ~(c + d V -7) = ( a - c ) + {b - ， 

以及 
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(a + b / -7)(c+ d _T) ={ac-lbd) + {ad + bc)-J^~l^R, 
知道 i ? 是 C 的子环. 

若 （a + 6'/—7) fi?，（a + /> v //_ 7 )40 ，贝 lj a =?^0 ，& 9*0 从而 
« 2 +76 2 尝0,所以 


都是实数.从而 


而且 


(a ^ b - 


a 2 +7b 2 * a 2 + lb 2 

J) {a r hp ~ 7~ hb ~ 2 1 


这说明 R 的每个非零元均有逆. 


习题二 


1. 环 1/(/) 中 

(^>,^ + (^),2/. 十（/)，…，（；> —1〉/，+ ( 〆 ） 

构成一个理想.它是该环的唯一的一个极大理想. 

2. 设 J 为 D 的素理想.若/，也就是〜 A 冬 r , 那 
么，因为 J 是 D 的素理想，必有以杏也就是 ub ^ D - i . D-I 
在 D 的乘法之下封闭. 

设 D - 7在 I )的乘法之下封闭.若有 a , b ^ D 使得那 
么，必有 a 6 J 或者若不然，由 a ,6$ J , a ,66 D - Z 可推 
出 aA € D — J ，即 aA $ / . 

3. 苦有 i ? 的理想 iV 使得 MC _ NC ： i ?， 设 x € N , x ^ M . 由于 

: r 必为单位，而 JV 是理想，从而得 . rd+rslGJVjMiK 有 

r = r • 1 G ( V . 

4. 设 P 是 R 的素理想.任取，，6'6/^,如果 ( ^'&/(?：), 
由于/是满的，必冇 U ,66 R 使得 
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/(«)=«-, f{b) = b\ 

于是/<^6) = «'6'€/(巧.即有 r€P 使 
ab - r € Ker(/). 

但 Ker(/)Gf>, 所以 abeP . 由于 P 是 i ? 的素理想，推知或 
fe 6_ F , 从而 


/ = /(<1)6/(户)或 6'=/( A )6/( P ). 

设 P ' 是 K ' 的素理想.任取 a ,6€ R , 如果 a 6€ _ T l ( 〆 ）， 即 
/ UA )€ ，，则 由 


f(a)f(b)^f(ab)€P' 

及 p ' 是 i ?' 的素理想可推出或者 / U 〉 ep '， 也就是 

或者 6 e / _1 ( p '). 

5. 由于|0|是 K 的素理想，由定义知 RtMOI ， 取： a ：/ 
0,必有 m >\ 使得:于是,对任意 aGR 有 

x(x n, ' 1 a-a) = x^a - xa — (x m - x)a=0. 

但 x #0, fi 为素环，故有 

x m -' a ~ a ^ 0 , 对所有 
这说明 _ r " _ l 是尺的恒等元,记为& 

对任意 a € R ， a #0, 必有 《>1 使 a " = u , 那么，必有 
a n ~ a =a(a"' 1 - e)=0. 

而 a #0, 故 a " -1 - e =0, a "」= e .由于 n > l , .当 《-l 

=1 时，说明 a =«， a 当然有逆，当《-1>1时，有 .- 

e = a"~' = a" 2 -a, 

ft 时 a 亦有逆元. 


习题三 

1. 按命越 i , 在环 ( i ?,#,©) 中， 

( l , r )( l ,5))=( l , i )( l , r ) = ( l ,0), 
逆元是唯一决定的. 

2. 按定理1，令 



a: j , a，b6 R ， b^AO. 

则^ 是环同态，是单的，又是满的. 

3. 建立 ft 的分式域 y 到实数域的映射 



后边的分号就是通常的实数的除法.可以证明，的定义是合理 
的，而是 k 的实数环尺的环同态映射，而且是单射. 

。在只中的像 

i s = | m h n -^ \ m ,n , p,q^rl, /j, 

{ p + q -J1 J 

是 J? 的一个子域.由于 


m + n -/ l. _ nip — nq fm — mi/ rz 
p + q/1 P 2 ~ 2(/ 3 p 2 - 2q 

即 S 屮每个元均可写成 “ + 形式，其中 a,6 是有理数. 
反过来，对任意有理数 a， 6,设 

a = min , b = p\q, u , q . 

则 

n q nq 

所以 S^=\a + b/2\a,b 是有理数 I. 


习題四 


1. 计算多项式的系数. 

2. H ■是由0和 iC 中所有3次多项式的首系数构成的集合. 

若 a^= 0 9 那么，必有 

a 0 ^ a, x ^ a 2 x 2 ^ ax 3 €• K , 

6o ^ x + h 2 r 2 + 6x 3 $ K. 
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从而知 

{aQ + b[i) {a { + b x )x + {a2 + b2)^ 2 + (a + b)x 2 ^ K . 

如果 a + 6 = 0,显然己有 a + 66 H , 如果 a + 6 乒0,那么，它就是 
上面的那个 K 中的三次多项式的首系数，亦有 a + 6 Gff . 

3. _ r +< T ，0. , x 2 +3- x +2*， x 2 +3-_ t . +2 ■- 

4. (2 *x + l - )(2*^ + l * ) = 1* . 

5. 多项式 / U )-/( c )， 以^为其一根.用命题 6. 

6. 由于 〆 /)(: c > = /(. r 2 )， 我们任取 F [ x ] 中两个多项式 
/(■ C )， 茗 (. r ), 有 

o(f + g)(x) = (f+g)(x 2 ) = f(x 7 ) + g{x l ), 

〔 a(/) ^<j(g)}{x) = a(f){x)- 1 ra{g){x)=f{x 2 ) + g{x 1 ), 

即 cr (/+ g ) = a (/) + a ( g ). 

同样也有 

oUg ) U )--( fs ) U ) = f {^) RU 1 ) = i . a { f ) U )}{ a { g )( 3： )-], 

也就是 ff (/ g ) = ff (/)< T ( g ). 

7 . 设 


fix) = a 0 + ai~c + ••• + a K x , 
g{x)= b Q + b,x + ■■■+ b〆 ， 

那么，我们配上些 0, 可认为 m = n . 

沪（/(工）+ 貧（1-)〉=沪〔（<^ + 6 0 〉+ ••• + (〜 + 6„) x ”〕 
= <7( a 0 + A 0 ) 十 ••• + + b ^ x " 

= 〔 cf ( a u ) + …+ aia ^ x 1 } 

+ 〔 cr(fc 0 〉 + …+ a{b„)j："} 

= ?ifix)) + <pig{x)). 

同理， p 〔 /(.ir)g(j〉〕= (p{f{x))<pig{a：)}. 

^[•r ] 的多项式 

/(x) = a 0 + «, :r + … + a„x" 6Ker( tp ) 

的充耍条件是其所有系数 a ,eKer(a). 
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习题五 


1 . 用 e 代表 F 的恒等元，可以证明， F 的每个非零元素<2的 
(加法）周期与 e 的周期相冋. 

若有正整数 n 使得 = 那么 

7iu — n(ea) = {tie)' a = 0. 

若有正整数 w 使枵=0,那么由 

m (ea) = ( me )a — 0 

及《參0知 ?ne = 0. 

2. 域的特征数与其恒等元的加法周 期相同，域与其每个子域 
有相同的恒等元. 

3. 若^是域 F 的自同构,^■是 F 的恒等元，那么必有 

a(e) = e, cr(0) = 0, 

但 P 是由 e 和生成的 w +变 e 和0则必不变 P 中任何元素. 
复习题 

1- 若必有正整数/«,«使 
■r n ,y m ei. 

从而 

上面等式右端每个加项中或者的方次大于等于„或3的方次 
大于等于 w , 从而每项都在 f 中，进而知; r -： y 6 P ( J >. 

对任意 rCR 及:尸 （ J ), 设，那么 
(ra)" = r"x"e/, 

从而知口尸 （/)， P ( f ) 是 R 的理想. 

由于尸二/,故 p (/ 2 ) gp ⑴.反之，若 zep ⑴，有正整数 
”使得 x'e 那么： r 2 "€ /•/，因而 

P (/ 2 )- 

如果/是环 R 的素理想，当工 € P ( f ) 时，设正整数„使/ 6 
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/, 那么，由 / 的素性，必有这意味着 p ( n [ f . 而 i ^ p(n 
是显然的. 

2. R 和 R [: T ] 的特征数都等于恒等元的加法周期. 

3. 由于 〜=/(0), 据 §4 之命题 2 

:/( x )-»-/(0) 

是个环同态映射. /( x ) eKeT (< r 〉 的充要条件是/(0) =& = 0.当 
/(. r ) 之常数项为0时，各项的 I 可以提出来写成 
f(x) = g(x)x , g(x)^ ： R[x]. 

这说明/(^)€1^( 11 )的充要条件是/(^)属于_ 3 ；生成的理想 
(• r ). 所以 Ker ( ff ) = ( x ). 

由于 a 是个满射，由环同态的基本定理 
i ?[ a -]/ Ker ( cr )^ R . 

4. x 9 — x . 

5. 则必有 A ( x ) eft _ r ] 使 

f{x) = g{x)h{x), 

从而<^(_§(0：))<368(/(上〉）.反过来还有 

deg(/(.r)Xdeg(g-( ： r)). 

6* . 由于 

< 7 .,,* 'o ; ,d -.x-^a{cx + d)+ b, 

故 GG •再由 

1 < ~ cj = u ti0 , 

知的逆亦在 G 中 . G 是 F 上变换群的一个子群. 

规定 


a, 

则得到 G 到 F 的一个满射.容易验诋，这是个环同态，由环同态基 
本定理知 

G / Ker (^) SF . 

计算 Ker (穿 ） ，<^, 6 €1^(93)当而且仅当 a = e , 故知 Ker ( y ) = K . 



从而知道 G / KSF - 

7. 由§1之命题1知含有限个元素的整环必为域.若 F 为6 
元域，它的5个非零元构成一个乘法群，5是个素数，这个乘法群 
必然是循环群.从而可把 F 的元素列出来，写成 

F=30,l,«,« 2 ,a 3 ,a 4 l. 

看 F 的元素 i + a , 它显然不能等于1，也不能等于 a . 若 
1 + «=0,即《 = _ 1，则推出 a 2 = l , 与 a 的乘法周期为5矛盾. 

若 l + a = a 2 , 那么由 

(1 I a) 5 - 1 -I- a 5 = (a Z ) S = I , 

推出<^=0,矛盾.同样1 + «共《 3 , 1 + a ^ a 4 . 

这说明+存在 6 个元素的整环. 

8. 看 x 和/生成的理想 （. r ,_ y 2 ), 有 

( x )^( x , y 2 ), 

同时 / GU ，/)， 但 y € U ); j € Qi ：. u 」, 但 >€(>，/)，故 

( X ) c ( , _y 2 ) ciq[ X , ^ . 

( x ) 不是 QU -,： y ] 的极大理想. 

第六章因子分解理论 


习题一 

1. 单位有 1—,2— ，3'4、相伴元有 

2" x 3 + x ; 4' x 3 + 2' j : •, _ r 3 +3*_ r ; 3' jc 3 +4" x . 

2. 若 j 3 + _r 十 1* 不是 I 2 [ a :] 的不可约元，设 f ( x ) = x 3 +x 
+ r = g (. t >/ i ( x )， 因为名 U ) 不是零多项式，它的次数只能是1， 
2,3次和0次.若 gU ) 是0次，它是常数多项式，而 I 2 U ] 的常数 
多项式只有一个就是1，是个单位，说明不是非乎凡因子;若 
其 U ) 是1次多项式，由于 I 2 [_ c ] 只有2个一次多项式 



由于 /(0*) = 1 •尹 0, 故 I ' f / Q ). 再由/(厂〉=1•关0,又知 
(x + r ) f / u ). 这说明 /(：<：> 没有1次的非平凡因子.进而它也 
不能有二次的非平凡因子. 

3. 在环丨中，5是不可约的.可以仿照例5定义 
1[/1]到 I 的映射 


<p •• a + b \/~- 2 -» 0 2 + 2b 2 . 

如果有 a ， b , c ， d € 1使 

5=(a+6/~'2)(c + rf/^2), 

那么必有 

25^(a 2 -i~2b 2 Kc 2 +2d 2 ). 

若整数《 2 +26 2 与5相伴（在整数环1中），必有 a 2 +26 2 =5,矛 
盾.所以 


a 2 + 26 2 = l 或 c 2 +2 d 2 = l . 

也就是 a ^ b - Z^l = ± 1与 5 相伴，或者 c + d v ^ r 2= ±1与5 
相伴. 

4. 若 a = 6,则 x - a 就是 ;r - a 与 j： - 6的最大公因子. 

若 a 尹6, 由于； r-n- 6都是一次的，它们的公因子只能 
是一次的或常数多项式.若 

( cx + d )\(. x - a),(cx + d )\( x - b ), c 矣0， 

則 cz + rf 与 ：c - a 同为一次多项式，是相伴的.同理 a + J 与 
1 - 6 相伴，最后导致工-^与 . r - 6 相伴.用长除法得 a = A . 

6 - 如果整除关系在 D- 彳0|上是个等价关系.用 e 代表 D 的 
恒等元 t 任取 a €D，a 乒0,由于《|«，而整除是等价的，必有 
a 为单位. 

7. 若: d ： y ， 有: y= 虹，从而 ；ye(x)，（_y〉G(x〉； 若（: y)e 
Cx ), 则: y € U ), 有 w€D 使得 : y = „ x , x \ y . 

■r 和 .v 相伴的充分必要条件且，利用上款，又得充 
要条件 （dSIG)， ( y ) Z ( x ). 
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若; y 是 x 的非平凡因子是 x 的因子，故 U)e(;y) ; ：v 与: r 
不相伴 ，故 U ) 关 (_v〉 ; 从而有 （.r)C( y ) .而 (: y) = Z> 则意味着 jy 是 
单位，矛盾.总之，匚 D . 

反之， U)C(3>)， 则 ylx. 但: y 不与: c 相伴，而 (;y)CD 意味 
着 y 不是单位，所以，3；是1的非平凡因子. 

习题二 

1. .7； +4' 

2. 因为互素，必有 tc/GD 使 

ae + bd = Y, 

两端同乘 c, 得 


aec ^ bed = c , 

由于 a 丨 （ aec ) 和 a I ( ) 知 a I c. 

3' 设 f 是环 s 的一个理想，那么 y ^ a ) 就是环 J ? 的一个 
理想.由于 i ? 是主理想环，必有 r 6 i ? 使 /—( OsO ), 

任取/，由于/是满的，必有 a 6 R 使 /( a )= jc , 由于 
/ _1 (/),知有 cen 使^1 =".于是 

x=/(a)=/( C r)-/( l r)/(r)e</Cr)). 

所以 fG (/( r ))- 反过来，又因为 r e /- ! ( J )，/( r )€ J ■知（/(工）） 
这说明 J 是由/(幻生成的.由 J 的任意性即知 S 是主理想 
环， 


5. 看复数 - 1 + 3 i 的痍数的平方1 +3 2 = 10,若复数 a + i 6€ 
G 是 - l + 3 i 的非平凡因子，那么 a 2 + b 2 必然整除10,只能是2 
或5,得 

-l + 3 i=(l + i )( l +2 i ). 

再看两个因子的模数，可断言 1 + i 和 l +2 i 在 G 中都是素的. 

6. 若 a 是单位，由 d (6) = rf ( a )， 可知6整除 D 的毎个元 
萦，从而6亦为单位， ci 与6相伴. 
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若 a 不是单位且 a 弓6不是相伴的，则与命题3矛盾. 

习理三 


2、设 


g(x) = a„x n + **• + a, x + a 0 , 
h { x ) = b m x m + •** + 6i x + 6 0 » 

那么 P/( ： r) 的系数，按降幂#起来乃是 

y 

a n b„ ，- y + a n , b M , 

a„b,，,- 2 + a„. l b„,- { + a n . 2 b m , 

a 。 6。 • 

由于 /4 a ,， 知/ > I .又由/ > I U 九 + a ,、 O 及/ > 丨 6„, 知 
p \{ a „ b m ^), p|6„_,， 继续下去，即知 p \ b 0 . 

复习题 

1- x 2 + l* =(x + 2 - )(.r + 3'). 

2. x^ + i + r 是其一个最大公因子. 

^(x s + x 4 +l*) + (a: + l)(x 5 + j: + l") = j ： 2 +^： + l". 

4. 若 rfU , 则 dk , 从而 rf|a 且蕴涵 <^ r .反 

之亦然. 

第七章域的扩张 

习理一 

1. x ，•！ — 3 ， x?-2,i 2 + l,x 2 + 1 . 

2•若 a 为 f 上的代数元，设 p (_ r ) eF [_ r ] 是 a 的极小多项 
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式，则 pu ) 为不可约多项式.对任意 / U ) GFU ], 如果 /( a )^ 
0,由于/ > (丄），/(1)互素，必有 1? &),/ ) (.7')使 
f(x}g(.c) > h (,r)p(x)= 1 . 

于是知 

f {a) g(n ) -f- h {a) pia) = f(a)g(a) = 1, 

这说明 KU ] 的每个非零元均冇逆， F [ a ] 为域.从而 F [ a ] = 
F ( a ). 

若 F[«1 = F( ， 0, 

是 a 的逆兀，即 

/(a)a-l, 

也就是《满足多项式 /(.iO j . - K 

3. 可以断言 Q ( VI , 朽） = QCfi ). 

首先，2去=2士 .2 吾，2_ 1 ,而 d -72, li = (巧尸及2- 1 都在域 
QC/U 1) 中，所以=为也在 中； 从而 Q (方 ） G 
Q ( V 2,~?2)- 

反过来，由于 

2^ = (2^ )\ 2+ = (?i ) 2 ， 

而(2(万)是个域，所以 V %方均在 Q (々） 中；从而 
Q(V2,^2)SQ(^2). 

总之，即 Q ( V 2,^2)- Q (^2). 

习题二 

1. 一方面 /5+ i € Q ( y ^, i ), 从而 

Q( 乃 + i)SQ(7I ， i). 

另一方面， Q ( v ^+ i ) 是个域，从而 

y(/2 + i)''=72-ieQ(/2 + i). 
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进而推出 


| 〔 ( 乃 + i) + di) 〕 =v^Q( 々 +i). 

同理知 + 故 

Q ( v /2, i ) CQ ( V 2 + i ), 

最后得到 QCn /2, i )= Q ( V 2 + i ). 

又因为 Q ( V 5， i )= Q ( v ^)( i ), 而 l / l 是 Q (/^> 在 Q 上的基 
底山 i 是 CKTlKi ) 在 <3(乃)上的一组基，故 

l , i , iV 2, V 2 

是 Q ( Vli ) 在 Q 上的一组基底. 

2. 任取 aeK ， a $ F , 则 

FCF ( a ) SK , 

而且[打^0:1^]|[1<：:1^ = /<.由于？与索数旦 FU ) 乒 F , 即 
[ F ( a ): F ； Ml , 知 [ FU ): F ] = p ; 也就是 K = F ( a)，K 为单纯扩 
张. 


3. 若 a € K , /( a ) = 0, 那么，由 

FCF(a)eK 

即知 [/■(«):?■] 必然辇除 [ K ■: F ]. 

另一方面, /(：•：) 是 F 上的不可约多项式， a 满足 / U ), 则 
[ F («): F ] 等于 /( x ) 在 F 上的次数 m •所以得到 m | n . 这说明 
m 和?!的最大公因子是 . 

但是， m 和《是互素的，从而必有 m = l , 这与 /( Z ) 在 F 上 
不可约矛盾. 

4. 因为乃 =(>/177!) 2 — 2eQC/^f>, 故 

QUY+S ) = Q ( v "3 ) (-/l+Jj ) 

= 0( V 3,/2^!)- 

从而 
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[q(vT; 7，): … 

=■ [Q(v^)(vT+73) : Q (^)] LQ ( y 3)- Q ]- 

而 

[Q(y3)(vT^73) : QCv'3)]=2, [Q(.y1) :Q] =2, 

所以 [ q (、/ I ^7!) : Q ]=4. 


习题三 

1 . L 中的毎一个元素都尨由 G 屮有限多个元素与 E 中有限 
多个元素加、减、乘、除得到的.由干 G 中这些元素都是 F 上的代 
数元, _ K 中这些元素也都 SF 上的代数元，从而，据命題2,它们组 
合成的 L 的元素也是 F 上的代数元. 

2. 由于 F 之特征数为 /*, 故对任意 

(f(a+b)~(a + b) r ' = a p + b p = a(a) + a{b), 
a(ab) = (ab) p — a p b e — a{a)a{b). 

这说明 < T 是域 F 到自己的（环的）同态. 

由干 o ( l )-1^0 ,*J KerU )# F , 从而 Ker ( cr )= |0| .这说明 
a 是个单射.再由 F 的有限性知道其上的每个单射都是满的，最 
后就证明了 是个自同构映射. 

对任意 6 由于 c ; 是满的，故必有使得 

V . 又由于 cr 是单的，进而知这个 a 是由6唯一确定的. 

3. ^是尺上的代数元，那么 KU ) 是 K 的有限扩张.从而 
«( £1 )是 K 的代数扩张.据定理1知 KU ) 必为 F 的代数扩张 ，特 
别地, a 应当是 F 上的代数元. 


习理四 


1. 若 /( o )=0, 那么 
(a 2 -2) 3 -3(« 2 -2) + l 
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= a fi _6 a J + 12? -台-丑？ + 6十 1 
= a 6 — 60 ^ + 9 a 2 - 1 
= ( a 3 -3 a - l )( a 3 -3 a + l ) 

= 0 . 

这说明 a 2 - 2 是 / U ) 的一个根.同理可验证出 2 - o - a 2 是 /(_ t ) 
的另一个根. 

当然也可以直接计算，在 C 上有 

( j ：- a )( x - Q 2 + 2 )(. r + a 2 -t a ~2) 

= j ： 3 + ( -a - q 2 +2+ c 2 + a ~2) x 2 

+ ( — a 4 — a 3 +2a 2 -a 3 -a 2 +2a+2a 2 + 2a 
-4 + a - l ) x+ Q 3 + a 2 -2 a-« 2 + 2 

= ： r 3 十 ( 一 </ 一 + + + 

把 Q 4 用 fi (3 a - l ) 替之（因为 tf 3 =3«- l ), 知 
- o 4 -2 » 3 + 3 a 2 +5 o -5 
=一 a (3 a - 1) - 2(3 a - 1) + 3 a 2 +5 a -5 
= ~3 a 2 + a - 6a +2 + 3 a 2 +5 a ~5 
= -3. 

从而知 f ( x ) = (x - a )( x ~ o 1 +2 )(x + a 1 - a - 2). 

据此可知, /(■!) 在 Q ( a ) 上可分解成一次式连乘积.而 1 ,«, 
« 2 是 QU ) 在 Q 上的基底，即 [ Q ( o ) : Q ]=3, 不可能有 Q 的真扩 
张含在 Q ( a ) 中.所以 QU ) 即为 /( ct ) 的分裂域， 

2 . 设有限域^有《个元素 

F = Ui ,a 2 ■■- ， a „ I , a ^ O . 

看 _F 上的多项式 

/(•r )= (x - ai )(j: - a 2 )---(a; -«„) + a,. 

由于对每个元素^而言恒有 


/( a ,) = Oi ^0, 

即 / U ) 在 F 上没有根，从而 / U ) 不能在 _ F 上分解成一次式的 
连乘积, F 不是代数封闭域. 
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3. 设 £是0' 的一个代数扩张，任取，则 G (6) 是 G 的 
—个代数扩张，而 G 又是 Q 的代数扩张.据§ 3之定理1知 GG ) 
是 Q 的一个代数扩张，即 GO ) 的每个元素都是 Q 上的代 数元; 特 
别地4是 Q 上的代数元，由 G 的定义知再由6的任意性 
知£=0,进而得 G 是代数封闭域. 


复习題 

1. 因为 ■技 在有理数域 Q 上的极小多项式是 P -2, 放 Q (^2) 
中元素形如 

a + b\2 + cT4, a,6,c6Q. 

设 


( 1 +-^4) (a + b^2 + c-^4) = 1, 

由于1,方在 Q 上线性无关，必须有 
a + 24 +2c — 1, 

« + A +2 c =0, 
a + 6 + c = 0. 

从而推出 c = 0, b = l , a - - 1 . 这说明 -1+ 方是 1+ 方 + 荻的 
逆. 


2. 由于 /^eQ(75)，ie q <V3)， 故 i+v/3eQ(y5)，Q(i+^) 
gq (A). 反之，由于 -i€o(i+ 乃），可推出-1 + 1+召=万 e 
QU +75), 


0(/5)£=0(1+^5). 

同理， Q ( W > = Q ( yi -2). 

由柄 =(^) 2 /l)eQ^>，Q (为)是个域，故 
^4 eQ (^2), Q (^4) CO ( l 2). 

同时，因为方：士讲又印诉 3 ，知 Q ( |5 )[ Q ( 々}. 所以， 
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Q (^ 2 )= Q (^). 

同理，由万 =吾 ( 作 ) 3 6 (? ( ^>，知道域 
Q (^2)= Q ( i 8). 

下面来证明 Q(1 + v / 3)^ Q (73). 首先，由于 Q(1 +乃> = 
Q (73) ，而乃在 Q 上的极小多项式是/ -3,故 Q (乃>的元素形如 
a + b -/%, < 2 , 6GQ . 

如果乃 (乃) 有使 

•?3 = a 十 6 73， 

则由 a + 675关 0 ,及 1 ,75在 Q 上线性无关知 a ^ o , 6 关 0 ,将两端 
取平方，得 

= 十36 2 - labH . 

再用 1 , Vl 在 Q 上的线性无关性可推出 

a 2 +3 A 2 =0, a 2 ! b 2 = -3, a , b € Q , 

矛盾. ®[ Q (-?3)# Q (73)= Q ( l +/3). 

还可以证明乃 SQ (73). 若有 a , A € Q 使 

-/7 = a + 4/5, a , 66Q , 67 ^ 0 , 

则有 /? - 6 乃 = a , 两端平方，得 

7 + 56 2 -5 = 26/35. 

而 6 不等于0,此事可推出某有理数之平方为35,矛盾.所以， 
Q (-/7)? K »{75). 

3. 若 K 为 F 的有限扩张，取… GK , a | $ F , 则 FUJ 是 K 
的子域, FU ,) 是 F 的有限扩张，且 K 是 FU ,) 的有限扩张;再取 
a 2 ^ K , “ 2 $尸（< 1 | ).看^'(“|，（ 12 ) = ^'({ 1 | )(( 1 2 ),尺又是 
FU ,, 〜） 的有限扩张…….由于有限，此事必然有限步终 
止，得 X = ?■(«,， a 2 ，…，〜 ）. 每个有限扩张都是代数扩张， a ,, 
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a 2 ,-, a „ 当然是 F 上代数 元. 

反之，若 a t ,a 2 .---,a„ 都是 F 上的代数元且 K = F(a , , a 2 , 
…，〜:^那么〜当然是: F ( a | , …， a „_,) 上的代数元，从而 
[F(aj ,a 2 )(«n) ： f(ai )] 

有限.同理，是 FU , ，…，《„- 2 )上的代数元 F ( a | ，…， a ，—，） 是 
F ( a ,， …，〜_ 2 )的有限扩张…… . F ( a , 心）是 F ( a| ) 上有限扩 
张，是 F 上有限扩张，从而 

a „ ，）]>< … x[f (“ 

有限. 

4. , r 3 -6 .r + 6. 

5. 由于故 FU 2 ) SF ( a ). 设 a 在 F 上的极小多 
项式的次数为 2 w +1, 那么 

2 m + l = [ F ( a )： F ] = [ F ( a )： F ( a 2 )][ F ( a 2 )： F ]. 

因为《在只“ 2 〉上满足多项式 /- a 2 , 如果《各 F ( a 2 ), 那么 a 
在 FU 2 ) 上的极小多项式必为2次，也就是 [ F ( a ): F ( a 2 )] = 2, 
进而导出 2] (2 m + 1), 矛盾，所以 a 6 F ( a 2 ). 

6*. 因为 < z 是域 F ( S ) 的代数元， a 必满足 - F ( S ) 上之多项 
式 

+ …+ + a 0 , a ,6 F ( S ). 

由于 F ( S > 是 F 上添加 S 生成的域，它的元素6均可写成 

/l(j| ，■- 4 ,s m )/g-(.«i ， •- -,.5,,, 

h(x, ， ■- g(.x , ，- 

均为 _ F 上的多项式，而可能随6不同而变化，所以，可 
设 

ao = ^ o ( sio -'''» s „ o )/ go ( sio ."'.-5.„ o )- 
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这里本来对每个不一定恰好都是切 个文字 多项式 lUi , 
..- £■, ( jcI , ■ ■ ■ , )来表示之，但多加几个文字不影响表亦， 

例如 

/(- I'l ) = x ] + Xi 

也可写成 

/(X 丨 ， _x 2 ) = x\ + X,, 

这样写起来就整齐了. 

现在，令 

T=\s,,\i = \,2,--',m-, j = 

则 T 是3的《 1 (« + 1)元子集，且 /(_ r ) 是 F ( T ) 上的多项式， a 满 
足 F ( T ) 上多项式 / U )， a 必为 F ( T ) 上的代数元. 

7* . 在域以乃，0上 

/(x) = (x _ 1 +'/3)(x - 1 — •/3)(x + i) (x - i), 

即 / u ) 已分解成上一次多项式之积. 

如还有域 K •，使 QSKGQ ( V 3, i ), 且 
/( x ) = a ){ x ~ b){x - c){x ~ d ) , a ,b ,c K , 

那么， fC 和都是复数域 C 的子域，在 C 上看， /(_ r ) 有两种 

( x - l +-/3) Cx - l -~/3 )(x + i )( x - i ) 

= a ) ( x ~ b )( x — c )( x ~ d ). 

由子 C 是唯一分解整数，只能是 

1 - V 3, 1 十 ， i, - i_ 

既然 1 -乃和 1 +乃都是 K 中，必有乃 € K . 同理 i € K , Q (/3, i )^ K . 
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附录 1 本书中的公理 


(1) 有乘法运算•， 

(1)' 有加法运算 +!•, 

(2) 结合律， 

(2 Y 结合律， 

(3) 有恒等元1， 

(3) - 有恒等元 0( 零元）， 

(4) 每个元均有逆， 

(4)' 每个元均有负元， 

(5) 交换律 

(6) 非空， 

(7) 至少含两个元， 

(8) 有限个元素， 

(9) 分配律， 

(10) 无非零零因子. 

(5)’ 交换律 

代数系统 

满足公理 

乘法群 

(6)，（1)，⑵，(3)，（4) 

交换群 

(6),(1)-,(2)',(3)-,(4)-,(5)' 

有限群 

⑻ ，（1),(2), ⑶， （4) 

环 

(6),(1)' 〜⑸ '，（1),(2)，⑼ 

交换环 

⑹，⑴.〜⑸'，⑴，⑵，⑼， 
(5) 

有1环 

⑹， ⑴ , 〜 ⑸ , ，(1)，⑵,(3)， 
⑼ _ 

无零因子环 

(6)，（1)' 〜 （15)，，（1)，(2)，（10) 

整环 

(6),(1) / -(5)\(1),(2),(3), 
⑼，⑸， （10) 

除环 

(7)，（1)'〜 (5)', ⑴， （2) ，(3)， 
(9)，非零元满足 (4) 

域 

(7), ⑴'〜⑸、⑴，⑵，⑶， 
<5),(9), 非零元满足 (4) 
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附录 3 本书中的重要定理 

拉格朗 H 定理，第_章§ 5， p . 115 

设 G 是个有限群.那么 （ J 的任意子群 H 的阶数一定整除 G 
的阶数. 

凯莱定理，第三章 §2， P .148 

每个鲜 G 都同构于其上所有可逆变换作成的群 KG ) 的一个 
子群. 

第三童§4定筠1, p -174 

设 N ' 是群 （ G ，。） 的- >个不变子群， G / N 代表 G 对 JV 的所有 
陪集构成的集合.规定，任意 oN , WVG G / N , 对应 GlN 的元素 
UDN , 则得到 GIN 的一个运算，记为枓，即 
aN # bN = (a°b)N. 

进一步 ，（ G / N ,#> 是个群， 

群同态基本定理， 第三章 §4， p . 183 

设 （ G ，） 和 （ H ，* ) 都是群，/是 G 到 R 的满同态映射， 
Ker (/) = K .那么有映射％ G / fC — H , 使得 

p ( aK ) = /(«), 对每个 a K € G / K \ 

且 P 是 G / K 到 H 的同构映射.从而 
G / K *= H . 

环同态基本定理，第四章 §4, p . 261 

设/是环（7；，十， .） 到环 （ S , # ,©) 的满的环同态映射， 
Ker (/) = A •那么 R/A 同构于环 （ S ,#,©). 

第七章§1定理 l , p .386 

设 F 是个域， p (_ r ) 是 f 上不可约多项式.那么，必有 F 上的 
—个单纯代数扩张域 F ( A ) 同构于 FU ]/ (户 U )> ，且 々 U ) 是 A 
在 F 上的一个极小多项式. 
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名词索引 


— 画 


1 -1 映.匕的映射 

30 

二画 


二元运算 

50 

二元多项式 

329 

三画 


子环 

222 

子域 

334 

子集合 

3 

子集族 

6 

子集生成的子群 

80 

子集生成的理想 

236 

子群 

75 

么元 

59 

四画 


元素 

1 

元素的阶数 

110 

无零因子环 

217 

不可约元 

343 

不交的循环 

90 

不变子集 

151 

不变子群 

丄52 
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内直和 272 

内直积(群的〉 193 

分式域 310 

分配律 209 

分裂域 419 

分类 18 

反序 45 

反序数 45 

双射 30 

双侧理想 234 

双边理想 234 

中心（群的） 79 

中性元 59 

五画 

平凡子群 86 

平凡因子 343 

平凡理想 247 

左单位元 69 

左逆元 69 

左消去律 68 

左陪集 113 

左理想 240 

右理想 240 

右关系 112 

可逆映射 35 



可逆变换 

144 

主理想 

236 

主理想整环 

356 

公因子 • 

350 

代数元 

384 

代数扩张 

412 

代数扩张域 

412 

代数封闭的 

418 

代数封闭域 

418 

正规子群 

152 

四元数环 

283 

四元数除环 

283 

四元数群 

87 

对称群 

87 

外直积 

122 

互素 

350 

六固 

有1环 

217 

有单位元环 

217 

有限扩张 

402 

有限域 

416 

交集 

4,6 

交代群 

88 

交换群 

72 

交换律 

58 

并集 

4,6 

多项式 

312 


多项式的和 

314 

多项式的乘积 

314 

多项式的根 

318 

多项式的首系数 

320 

自同态 " 

270 

0 同构 

270 

自然同态 

182 

同态映射(群的） 

160 

同态映射(环的） 

252 

同态像 

168,257 

同态核 

164,257 

同构映射(群的） 

130 

同构映射(环的） 

252 

关系 

12 

原豫 

38 

扩张次数 

402 

阶数 

110 

七画 

体 

282 

克莱因四元群 

143 

克莱因四元数群 

87 

投影 

28 

阿贝尔群 

72 

完全集 

20 

系数 

312 

运算 

50 

运算表 

51 
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恒等映射 

28 

八 

画 


指标集 

6 

单位 


221 

相伴 

343 

单位元 


59 

既约元 

343 

单射 


30 

结合环 

208 

单的(映射） 


30 

结合律 

55 

单同态 


270 

素元 

349 

单环 


247 

索理想 

297 

单纯环 


247 

素域 

335 

单群 


159 

哈密尔顿四元数环 

283 

单纯扩张 


382 

除环 

282 

单纯扩张域 


382 

除体 

282 

奇置换 


47 

复合(映射） 

31 

环 


208 . 



极小多项式 


385 

十画 


极大理想 


294 

真子集 

3 

空集 


3 

乘积(群的子集） 

113 

周期 


U0 

根 

318 

线性无关 


396 

特征数 

288 

线性相关 


395 

换位子群 

159 

线性组合 


398 

高斯环 

361 

定义域 


39 

消去律 

68 

拉格朗日定理 


115 

陪集 

113,173 

欧氏环 


360 

唯一分解整环 

345 




值域 

39 

九 

画 




映射 


26 

十一画 


逆元素 


65 

偶置换 

47 

逆映射 


37 

域 

282 
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商环 

243 

循环 


89 

商集 

21 

循环群 


100 

商群 

175 

超越元 


385 

理想 

234 

幂集 


4 

理想子环 

234 

剩余环 


243 

基底 

398 




添加 

382 


+三画 .. 


笛 P 尔积 

J0 

零因子 


217 

64 

斜域 

282 

群 


常数项 

312 

置换 


43 

+二画 



十四画以上 


集合 

1 

整除 


342 

最小子域 

338 

整区 


217 

最大公因子 

350 

整环 


217 

等价关系 

17 

整数模《 

关系 

23 

等价类 

18 

满射 


30 

等价类表示的完全集 

20 

满的（映射） 

30 

像 

30,38 

满同态（环的） 

270 
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商环 

243 

循环 


89 
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